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Abstract. This article presents the regularities of equilibrium statistical mechanics 
in the hypersurface formalism, the Hamiltonian of quantum electrodynamic plasma 
on hypersurfaces, and the kinetic characteristics in a strong electromagnetic field in a 
covariant form. The research method is based on the relativistic von Neumann equation 
for nonequilibrium statistical operators defined on spacelike planes in Minkowski space, 
canonical quantization of the system on hypersurfaces, and the covariant model of 
Coulomb gauge. Methods for deriving kinetic equations in the hypersurface formalism 
and transformations of correlation functions and nonequilibrium statistical operators 
with respect to unitary time evolution in an averaged electromagnetic field are shown. By 
applying inhomogeneous Lorentz transformations to state vectors on hypersurfaces, the 
covariant form of the Schrödinger equation and an equation similar to the nonrelativistic 
von Neumann equation for the statistical operator and a mixed quantum ensemble were 
derived. These equations and the equations of motion of operators were written in the 
Heisenberg and Schrödinger representations. Using the Legendre transformation, an 
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expression for the Hamiltonian of quantum electrodynamic plasma on a hypersurface 
was derived, kinetic equations were obtained by expanding field operators into plane 
waves, as well as equations for correlation functions and the photon density matrix. 
The dispersion law for photons on a hyperplane was uniquely defined as the average 
value of the operator of the photon density matrix. Taking into account the above-
mentioned representation of field operators, expressions of the photon density matrix 
through operators were derived and presented. For the photon and fermion matrices 
obtained in these relations, chain equations for correlation functions arising in the 
calculation of commutators with the interaction Hamiltonian are constructed. These 
equations represent the fundamental canonical model of electromagnetic interactions 
in covariant form.
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Аннотация. Ұсынылып отырған мақалада гипержазықтықтар формализмін-
дегі тепе–теңдік статистикалық механиканың заңдылықтары, гипержазықтықтар-
дағы кванттық–электродинамикалық плазманың гамильтонианы мен күшті элек-
тромагниттік өрістегі кинетикалық сипаттамасы коварианттық нұсқада берілді. 
Зерттеу тәсілі Минковский кеңістігіндегі кеңістік тектес гипержазықтықтарда 
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анықталған тепе–теңсіз статистикалық операторларға арналған релятивистік 
фон Нейман теңдеуіне, гипержазықтықтардағы жүйенің каноникалық квантта-
луына және кулондық калибровканың коварианттық үлгісіне негізделген. Гипер-
жазықтықтар формализміндегі кинетикалық теңдеулерді шығарып алу жолдары 
және орташаланған электромагниттік өріс бойынша корреляциялық функция-
лар мен тепе–теңсіз статистикалық операторлардың унитарлық уақыт бойынша 
түрлендірулері көрсетілген. Гипержазықтықтардағы күй векторларына біртексіз 
Лоренц түрлендіруін қолдану арқылы Шредингер теңдеуінің коварианттық 
нұсқасы мен аралас кванттық ансамбльге арналған статикалық оператор үшін 
фон Нейманның релятивистік емес теңдеуі тәрізді теңдеу шығарылып көрсетіл-
ді. Бұл теңдеулер және операторларлық қозғалыс теңдеулері Гейзенбергтік және 
Шредингерлік бейнелерде жазылды.  Лежандр түрлендіруі арқылы гипержа-
зықтықтағы кванттық–электродинамикалық плазманың гамильтонианы, өрістік 
операторларды жазық толқындар бойынша жіктеу арқылы кинетикалық теңде-
улер, корреляциялық функцияларға арналған теңдеулер мен фотондық тығыз-
дық матрицасы шығарылып көрсетілді. Тығыздықтың фотондық  матрицасының 
орташа мән ретінде оператордың орташасы гипержазықтықтағы фотондар үшін 
дисперсия заңы бір мәнді ретінде анықталды. Өрістік операторлардың жоғары-
да атап өтілген бейнесін ескере отырып тығыздықтың фотондық матрицасының 
операторлар арқылы өрнектері шығарылып көрсетіліді. Алынған осы қатына-
стардағы фотондық және фермиондық матрицалары әсерлесулер гамильтонианы 
бар коммутаторларды есептеу кезінде пайда болатын  корреляциялық функция-
ларға арналған тізбекті теңдеулер құрылады. Бұл теңдеулер ковариантты түрғада 
электромагниттік әсерлесулердің негізгі канондық үлгісі болып табылады.

Түйін сөздер: гипержазықтық, кванттық–электродинамикалық плазма, га-
мильтониан, кинетикалық теңдеу, Минковский кеңістігі, күй векторы, статика-
лық оператор      
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Аннотация. В статье представлены основные положения равновесной ста-
тистической механики в формализме гиперплоскостей, рассмотрен гамильтони-
ан квантово-электродинамической плазмы на гиперплоскостях и исследованы 
кинетические характеристики плазмы в сильном электромагнитном поле в ко-
вариантной форме. Метод исследования основан на релятивистском уравнении 
фон Неймана для неравновесных статистических операторов, определённых на 
пространственноподобных гиперплоскостях пространства Минковского, кано-
ническом квантовании системы в формализме гиперплоскостей и ковариантной 
модели кулоновской калибровки. Рассмотрены способы вывода кинетических 
уравнений, а также преобразования корреляционных функций и неравновесных 
статистических операторов по времени в усреднённом электромагнитном поле. 
С использованием неоднородных преобразований Лоренца для векторов состоя-
ния на гиперплоскостях получены ковариантная форма уравнения Шрёдингера 
и уравнение, аналогичное нерелятивистскому уравнению фон Неймана для ста-
тистического оператора смешанного квантового ансамбля. Уравнения движения 
операторов представлены в формализмах Гейзенберга и Шрёдингера. На основе 
преобразования Лежандра выведено выражение для гамильтониана квантово-э-
лектродинамической плазмы на гиперплоскости, получены кинетические урав-
нения, уравнения для корреляционных функций и фотонная матрица плотности. 
Закон дисперсии фотонов на гиперплоскости определён через среднее значение 
оператора фотонной матрицы плотности. Для фотонной и фермионной матриц 
построены цепочечные уравнения для корреляционных функций, возникающих 
при вычислении коммутаторов с гамильтонианом взаимодействия. Полученные 
результаты формируют каноническую модель электромагнитных взаимодей-
ствий в ковариантной форме и могут быть использованы при дальнейшем разви-
тии кинетической теории релятивистской плазмы. 

Ключевые слова: гиперплоскость, квантово–электродинамическая плазма, 
гамильтониан, кинетическое уравнение, пространство Минковского, вектор со-
стояния, статический оператор 

Кіріспе. Өте күшті электромагниттік өрістерде орналасқан плазманың кине-
тикалық теориясы сызықтық эффекттер, параметрлік орнықсыздық және реляти-
вистік қозғалыста секілді жағдайларды ескеріп, зарядталған бөлшектердің қозға-
лысына қатысты бірқатар қасиеттерді тереңінен зерттей алады.  Қайсыбір көп 
бөлшектік жүйелердегі жұптасқан соқтығысулар арқылы емес, кулондық алы-
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стан әсер ету күштері арқылы қарастыру ыңғайлы. Аталған күштер ұжымдастық 
қоздыруларға (квазибөлшектер) себепші. Бұл кезде Больцманның кинетикалық 
теңдеуіндегі сол жақ мүшелермен ғана шектеліп, соқтығысу интегралын қолдан-
бауға болады. Электрондық газдан және ауыр иондардан құрылған электрлі ней-
трал жүйенің тепе–теңді күйінің бірлік көлемдегі электрондар мен иондардың 
саны тең болғандықтан, электр өрісінің кернеулігі нөлге тең болады. Күшті өрі-
стер бөлшектердің траекториясын өзгерте алады, соның салдарынан электрон-
ның осцилляциялық энергиясы оның тыныштық күйінің энергиясынан көп бо-
лады. Бұл жағдай бөлшек пен өрістің әсерлесу энергиясы жылулық қозғалыстар-
дың энергиясынан көп дегенді білдіреді.  Сол себептен, кинетикалық теорияның 
зерттеушілік нәтижесін жоғарылату мақсатында қуатты сыртқы өрісіті ескеретін 
Власов—Максвелл теңдеуін қолдануға тура келеді. Күшті өрістер жағдайында 
процестерге жұмсалатын уақыт релаксация уақытынан аз болғандықтан жұптық 
соқтығысулар ескерілмейді, сондықтан Власов теңдеуін  басты математикалық 
құрал деп алынады.  Күшті өрістер осцилляциялық ығысу, үлестірім функциясы-
ның өзгеруі және және параметрлік орнықсыздықтар сияқты сызықты емес эф-
фекттердің табиғатын ашып бере алады. Электрондар релятивистік қасиеттерге 
ие болғандықтан электрон–позитрон жұбының пайда болуы және радиациялық 
тежелулерді ескеретін кванттық кинетикалық теңдеулерді қолдануға мәжбүрлік 
пайда болады (Kukushkin et al., 2023; Mironov et al., 2018).

Күшті лазерлерлік импульстердің затпен әсерлесулеріне арналған зерттеулер 
күшті электромагниттік өріспен әсерлесетін релятивистік плазманың теориясын 
қарқынды түрде дамытуға септігін тигізді. Тұжырымдалған теориялық көзқарастар 
мен принциптік ұстанымдар кванттық электродинамика мен тепе–теңсіздік 
статистикалық механика заңдары арқылы іске асатындығы айқындалды. Тепе–
теңсіздік кванттық–электродинамикалық плазманың теориясында орташаланған 
өрістік жуықтаудағы кинетикалық теңдеулер негізгі рөлді атқара алады. 
Өрістік операторлар үшін жазылған қозғалыс теңдеулері арқылы ковариантты 
кинетикалық теңдеуді алуға мүмкіндігі мол. Бұл теңдеудің шешімін коварианттық 
формализм көзқарасында қарастыру кезінде бірқатар қиындықтарға кезігеміз. 
Оның басты себебі, коварианттық функцияның 4–өлшемді Фурье түрлендіруі 
кезінде корреляциялық функциялар интегралдау қажет болады. Корреляциялық 
функциялардың спектрлік қасиеттері екі уақытты Грин функциясы бойынша 
қарастырылатыны мәлім, ол коварианттық функциялармен тығыз байланысты. 
Осы және осы тектес мәселелер кейінгі жылдары релятивистік кванттық 
кинетикалық теория тұрғысынан шешіліп жүр.  Осы келтірілген көзқарастарды 
орташа өрістегі плазманың теориясына қолданып, диссипативті процестерді 
жан–жақты сипаттауға болады. Сонымен бірге, тығыздық матрицасының 
релятивистік әдісін ескеріп бір уақыттық формализмді коварианттық бейнеде 
жазуға және орташа өріс жуықтауы шеңберінен шығуға да болады (Koshtybayev 
& Aliyeva, 2024a; Koshtybayev & Aliyeva, 2024b). 

Бұл мақала плазма теориясындағы коварианттық бір уақытты формализміне 
және ондағы кинетикалық теңдеулерге арналған. Гипержазықтық формализмін-
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дегі тепе–теңділік статистикалық механика заңдры,  гипержазықтықтағы плаз-
маның гамильтонианының өрнегі және күшті электромагниттік өрістегі кине-
тикалық сипаттамасы коварианттық нұсқада берілетін болады. Зерттеу тәсілі 
ретінде Минковский кеңістігіндегі гипержазықтықтарда анықталған тепе–теңсіз 
статистикалық операторлар үшін жазылған релятивистік фон Нейман теңдеуіне, 
гипержазықтықтардағы жүйенің канондық квантталуына және кулондық кали-
бровканың коварианттық бейнесіне негізделген. Кинетикалық теңдеулер гипер-
жазықтықтар формализмін қолданып шығарылып көрсетіледі. Орташаланған 
электромагниттік өрістегі корреляциялық функциялар және тепе–теңсіз стати-
стикалық операторды жіктеу тұтас уақыттық түрлендірулер бойынша орында-
лады. 

Зерттеу материалдары. Магниттелген плазмадағы электрондар мен 
иондардың  арасындағы энергия алмасуы арқылы іске асырылатын  плазмалық 
каналдар мен беткі қабаттардың түзілуін зерттеуді материалдар қатарына 
қабылдауға болады. Релятивистік статистикалық механиканы кинетикалық 
теорияға қолданылу, операторлардың гипержазықтықтардағы коварианттық 
түрі, бір уақытты корреляциялық функциялар, электродинамиканың канондық 
квантталуы да тақырыпқа неігізделген зерттеу материалдары бола алады. 
Статистикалық оператордың эффективті гамильтонианы, фон Нейман теңдеуіне 
сәйкес келуі гипержазықтықтар формализмі кинетикалық теңдеулерді алуға 
мүмкіндік туғызады (Lukin et al., 2021a). 

Зерттеу әдістері. Релятивистік кинетикалық теориядағы интегралдық 
теңдеулерді уақытты Грин функциялары арқылы шешудің теориялық зерттеулер 
үшін маңызы зор. Аталған әдісті астрофизикалық жүйелерге де қолдауға болады, 
мұнда орташа өріс шарты рөл атқармайды. Плазманың кинетикалық қасиеттері 
үшін қуатты лазерлік импульстер арқылы әсер ету жеткілікті. Минковский 
кеңістігі бойынша гипержазықтықтардағы процестердің де зерттеу барысы үшін 
де маңызы бар. Операторларға арналған қозғалыс теңдеулерін қолдану арқылы 
плазманың электродинамикалық табиғатын ашу және кинетикалық теңдеулерді 
коварианттық нұсқада жазу оңайланады. Больцман немесе Власова теңдеулерін 
сызықтық емес эффекттрге қлодану арқылы негізгі деген нәтижелерге қол 
жеткізілітін болады. Қолданылатын негізгі әдістерге термоядролық синтездеуді, 
лазерлік плазма мен астрофизикалық нысандардағы үлестірім функциясының 
моменттерін, сандық модельдеу әдісін, күшті өрістерге арналған ығысулар 
теориясын, сонымен бірге бөлшектер жұбының пайда болуын, бөлшектердің 
динамикасы мен плазмаға арналған кулондық логарифмді жатқыза аламыз. 

Нәтижелер. Арнайы салыстырмалылық теориясы бойынша жүйенің 
кванттық күйлері Минковский кеңістігі арқылы бақыланушылардың жиыны 
арқылы сипатталады. Аталған Мұндай беттердің ішінде үш өлшемді 
гипержазықтықтар мәселені шешуді қиындатады. Қандай да бір кеңістік тектес 

,n  ≡  гипержазықтық n  бірлік векторлармен және скаляр   параметрімен 
(инвариантты уақытпен) берілетін болсын (Deminov, 2023) және оның теңдеуі 
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x n ⋅ = ,   
2 1n n n


= =                                                                                    (1)

( )1,0,0,0n =  санақ жүйесінде   параметрі t  уақыт айнымалысы ретінде 
жүреді. ,n  –ға функционал болатын ,n  Ψ    күй векторын пайдаланып, 
 , L =  гипержазықтықтардағы күй векторларының арасындағы ара–
қатынастарға { },L a= Λ  біртексіз Лоренц түрлендіруін қолдану арқылы 
Шредингер теңдеуінің коварианттық түрін шығарып алуға болады (Lifshic & 
Pitaevskij, 1979; Silin, 1998). { },L a= Λ  түрлендіруінің нақты түрі 

L  → = : x x x a→ = Λ +                                                                         (2)

Күй векторларының арасындағы байланыстар төменде келтірілген:

( ) [ ] [ ]U L L Ψ = Ψ                                                                                 (3)

мұндағы ( ) ( ),U L U a= Λ –біртексіз Лоренц тобы. Бұл топтың �P , �M   
генераторлары  энергия–импульстің 4–векторы мен бұрыштық моменттің 4–
өлшемді тензоры (Izvekova et al., 2021; Lukin et al., 2021b).  –дың мүмкін болатын 

мәндерін өзгертетін уақыттық трансляцияларға сәйкес ( ), ,n n


  Ψ = Ψ   
белгілеуін жасап, олар үшін ( ) �( ),1 expU a iP a


=  скеріп, a n 

=  
трансляциясына арналған 

( ) �( ) ( ) ( ), , ,n i P n n n


    Ψ + + Ψ = Ψ                                         (4)

өрнегін ала аламыз. Осыдан Шредингердің релятивистік теңдеуін мына түрде 
аламыз:

( ) � ( ) ( ), ,i n H n n 


∂
Ψ = Ψ

∂                                                                      (5)

Осы теңдеуге сәйкес гипержазықтықтағы беттердің гамильтонианы

� ( ) �H n P n


=                                                                                                     (6)

Аайнымалы сыртқы өрісте энергия–импульс векторы мен гамильтониан  –
ға тәуелді (Kolesnikov & Manujlov, 2004; Kosarev, 2008). (5)–ке Шредингердің 
түйіндес теңдеуін қолданып кванттық ансамбльдердің статикалық ( ),n   
операторы үшін жазылатын релятивистік емес фон Нейман теңдеуі тектес 
теңдеуді алуға болады:
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( ) ( ) � ( ),
, , 0

n
i n H n

 
 



∂  − =  ∂                                                                   (7)

Статикалық  оператордың гейзенбергтік бейнесі  –ға тәуелді емес, 
шектелген 0,n   гипержазықтықтағыы функционалдар � ( )H xΚ  операторларымен 
анықталады. Бұл  параметрінің функциясы болып табылады және олар үшін 

n n  

  
∆ = −                                                                                                (8)

проекторын енгізу арқылы 4–векторды 

x n x  
 ⊥= + , n x = ⋅                                                                                     (9)

Түрде жазып аламыз. мұндағы

x x  

⊥ = ∆                                                                                                       (10)

x –тің көлденең құраушысы. Бұл жағдайда � ( )H xΚ  операторлары да   мен 
x

⊥ –тің функциясы болып табылады:

� ( ) � ( ) � ( ),H H Hx n x x ⊥ ⊥Κ = Κ + ≡ Κ                                                            (11)

�P  те   –ға тәуелді емес, яғни 

� ( ) � ( ) �[ , ]H Hx i x P


∂ Κ = − Κ                                                                           (12)

Түрдегі қозғалыс теңдеуін пайдаланып, (6) түрдегі гамильтонианы бар тең
деуді алуға болады:

� ( ) ( ) � ( ) � ( ) ( ) � ( )0 0 0, exp[ ] , exp[ ]H H H Hx i n x i n     ⊥ ⊥Κ = − Κ Κ − − Κ       (13)

,n   гипержазықтығындағы ( )H n  гамильтонианды Лежандр түрлендіруін 
және (6)–ны пайдаланып анықтаймыз:

( ) ( )
,n

H n P n n d n T n


    





= ≡ ∫                                                               (14)

мұндағы ( )T x


–энергия–импульс тензоры. 
Плазмадағы кинетикалық процестерді 0,n   гипержазықтық формализмі үшін 
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спинор жазықтықтағы матрица болып табылатын ( ), ;aaW x p ′  калибрлеуіш 
функцияны енгіземіз:

( ) ( )4 1 1 1 1, ; exp , ; , ;
2 2 2 2

ipy
aa aaW x p d ye y n ie x y x y N x y x y   ′ ′

    = ⋅ Λ + − + −    
    

∫  (15)

мұндағы

 ( ) ( ) ( )( )
1

0

, , ,x x ds x x A x s x x 


 ′ ′ ′ ′Λ = − + −∫                                          (16)

калибрлеуші функция. Бір бөлшектік тығыздық операторының ( � aaN ′ ) 
орташасын жазайық:

( ) � ( ), ; ,aaaaN x x N x x


 ′′ ′ ′=
	
Кинетикалық теорияда фотондық тығыздық матрицасын гипержазықтықтар 

формализмінде анықтау үшін �A


 операторларын жазық толқындар бойынша 
жіктеп алу қажет болады (Koshtybayev et al., 2025): 

� ( )
( )( )

( )( ) ( )
4

3
1,2

, ,
2 2

iqx
n

k
n

d qA x q q e q k e
q




  

  =

= − ∑∫                        (17)

Мұндағы ( ),e q k –поляризацияның нақтылы 4–векторы, ал гипер
жазықтықтағы фотондарға арналған дисперсия заңы

( ) ( )n nq q q q = − = −                                                                              (18)

Тығыздықтың фотондық матрицасын төмендегі операторлар арқылы өрнектей 
аламыз:

( )
( )

( ) ( ) ( )
4

3
exp

2
k k

d qx q iqx a q 



= −∫
                                                                                                                                                (19)  

( )
( )

( ) ( ) ( )
4

3
exp

2
k k

d qx q iqx a q 



∗ ∗= ∫

Бұл операторлардың арасындағы орын ауыстырымдылық амалдары төменде 
көрсетіліген (Timohin et al., 2022):  
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( ) ( ) ( )3,k k kkx x x x   
∗
′ ′′ ′  = − 

                 
( ) ( ) ( ) ( ), , 0k k k kx x x x   

∗ ∗ ∗
′ ′′ ′   = =   

Тығыздықтың фотондық  матрицасының орташасын ( ),n ′  статистикалық 
оператордың көмегімен іске асыра аламыз (Zaitsev et al., 2018):

( ) � ( ), ; ,kkkkN x x N x x


 ′′ ′ ′=                                                                          (20)

Мұндағы

� ( ) ( ) ( ),kk k kN x x x x 
∗

′ ′′ ′=                                                                            (21)

Егер, фотондық матрицаны ( ),n ′ –ның орташасы бойынша жазар болсақ, 
онда:

( ) � ( ) ( ) ( ), ; ,kkkk k kN x x N x x x x
 

  
∗

′′ ′′ ′ ′= −                                   (22)

(15) және (20) өрнектерге арналған кинетикалық теңдеулерді шығарып алу 
үшін төмендегі қозғалыс теңдеулерін пайдалану керек:

( ) � ( ) � ( ) � ( ){ } ( )0, ; , , ,aaaaN x x iTr N x x H n H n n
 

  


′′
∂  ′ ′ ′= − +  ∂

( ) � ( ) � ( ) � ( ){ } ( )0, ; , , ,kkkkN x x iTr N x x H n H n n
 

  


′′
∂  ′ ′ ′= − +  ∂

Осы қатынастардың оң жақ бөліктерін тығыздықтың фотондық және 
фермиондық матрицалары арқылы өрнектеп алуға болады (Shaihitdinov, 2014). 
Ол үшін � ( )H n

   әсерлесу гамильтонианы ескерілген коммутаторларды есептеу 
кезіндегі 

( ) � ( ) � ( )1.... 1 11,..., ; , ....k k kkF x x n Q x Q x


 =

корреляциялық функцияларға арналған төмендегі тізбекті теңдеулерді құрып 
аламыз:

( ) � ( ) � ( ) � ( )1.... 1 11,..., ; , .... ,k k kkF x x n i Q x Q x H n







∂  = − −  ∂
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( ) � ( ) � ( ){ }1.... 1 11,..., ; , ....k k kk
q

F x x n Q x Q x


 − −

Мұндағы � ( )iiQ x –фермиондық және электромагниттік өріс операторларынан 
құрылған Шредингер операторлары, ал ...

q



 символы квазитепе–теңді 
орташалар дегенді білдіреді (Charles et al., 2008; Lafleur et al., 2010).

Қорытынды. Сонымен, мақалада кванттық электродинамикалық плазманың 
электродинамикалық қасиеттері кванттық жуықтауда қарастырылып, оның 
күшті электромагниттік өріспен әсерлесу жағдайындағы кинетикалық теориясы 
зерттелді. Есептеулер гипержазықтық формализмін қолдану арқылы іске 
асырылды. Аталған формализмнің ковариантты үлгіде қолданылуы бірқатар 
жуықтауларды ковариантты түрде жазуға мүмкіндіктер береді. Мақалада 
баяндалған әдістер мен көзқарастың релятивистік емес тығыздық матрицасы 
әдісінен бірқатар өзгешеліктері бар екенін айтып өту керек, бұл  релятивистік емес 
статистикалық механиканың көптеген әдістерін плазманың электродинамикасына 
қолдана алатындығымызды дәлелдейді. Нақты айтсақ, гипержазықтықтардағы 
тепе–теңсізділікті сипаттайтын статистикалық операторлар  көп бөлшекті 
корреляцияларды ескере алады. Сонымен бірге, гипержазықтықтағы 
гейзенбергтік бейнелеулер инвариантты уақытқа тәуелді тепе–теңсізді Грин 
функциялары арқылы релятивистік емес жүйелердің диаграммалық техникасын 
жасап бере алады. Мақалада келтірілген жуықтауларды өрістік теорияның басқа 
да мәселелеріне, мысалы кваркты–глюонды плазмадағы тасымал құбылыстарына 
қолдануға  болады.  
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