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Abstract. In this work, we study the amplitude of gravitational waves in the frame-
work of the f(T) theory of gravity. The f(T) theory was proposed as an alternative to 
general relativity, provides a way to explain phenomena such as the accelerating expan-
sion of the Universe. By modifying the torsion scalar T in the standard framework of 
general relativity, f(T) theory offers a new perspective on gravitational dynamics.

We propose a method for determining the amplitude of gravitational waves using 
Bessel functions, which are often used in wave propagation problems. This method al-
lows us to solve the differential equations describing gravitational waves in f(T), express 
their amplitude in terms of these special functions. Our result show that the amplitude of 
gravitational waves in f(T) deviates significantly from that predicted by general relativ-
ity. These deviations are crucial for distinguishing between different gravity model, al-
low direct tests of f(T) in gravitational wave detection experiments. We investigate how 
changes in the parameters of the Bessel functions affect the amplitude of gravitational 
waves. The results show that gravitational waves are very sensitive to cosmological 



180

ISSN 2224-5227                                                                                                    1. 2026

parameters, which can further improve our understanding of the accelerating expansion 
of the Universe. This work provides valuable insights into the properties of gravitational 
waves in modified gravity theories and provides an opportunity to test the f(T) theory 
with future gravitational wave observations, contributing to the growing field of gravi-
tational wave astronomy.

Keywords: f(T) gravity, gravitational waves, Bessel functions, amplitude, modified 
gravity
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Аннотация. Бұл жұмыста біз гравитациялық толқындардың амплитудасын 
гравитацияның f(T) теориясы шеңберінде зерттейміз. f(T) теориясы жалпы салы-
стырмалық теориясына балама ретінде ұсынылды және Әлемнің жеделдетіп кеңе-
юі және күңгірт энергияның жұмбақ табиғаты сияқты құбылыстарды түсіндірудің 
жолын ұсынады. Жалпы салыстырмалық теориясының стандартты шеңберінде 
бұралу скалярын T өзгерту арқылы f(T) теориясы гравитациялық динамика мен 
космологиялық эволюцияға жаңа перспективаны ұсынады.
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Сонымен қатар толқындардың таралу есептерінде жиі қолданылатын Бессель 
функцияларын пайдаланып, гравитация толқындарының амплитудасын анықтау 
әдісін ұсынамыз. Бұл әдіс гравитациялық толқындарды сипаттайтын диффе-
ренциалдық теңдеулерді f(T) теориясы шеңберінде шешуге және олардың ам-
плитудасын осы арнайы функциялар арқылы көрсетуге мүмкіндік береді. Зерт-
теу нәтижелері f(T) теориясындағы гравитациялық толқындардың амплитудасы 
жалпы салыстырмалылық болжамынан айтарлықтай ауытқығанын көрсетеді. Бұл 
ауытқулар гравитацияның әртүрлі теориялық модельдерін ажыратудың маңызды 
критерийі болып табылып, гравитациялық толқындарды тіркеу эксперименттері 
негізінде f(T) теориясын тікелей сынақтан өткізуге мүмкіндік береді. 

Осы жұмыстың белгілі бір бөлігін Бессель функцияларының параметрлерін-
дегі өзгерістер гравитациялық толқындардың амплитудасына қалай әсер ететінін 
зерттеуге арнаймыз. Алынған нәтижелер гравитациялық толқындардың космоло-
гиялық параметрлерге жоғары дәрежеде тәуелді екенін айқындап, Ғаламның үде-
мелі кеңеюін түсіндіретін физикалық механизмдерді нақтылай түседі.  Бұл жұмыс 
модификацияланған гравитация теорияларындағы гравитациялық толқындардың 
сипаттамаларын тереңірек ашып көрсетіп, болашақтағы гравитациялық толқын
дарды бақылаулар негізінде f(T) теориясын сынақтан өткізуге мүмкіндік береді 
және гравитациялық толқындар астрономиясының дамуына елеулі үлес қосады.

Түйін сөздер: f(T) гравитация, гравитациялық толқындар, Бессель функцияла-
ры, амплитуда, модификацияланған гравитация
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Аннотация. В данной работе исследуется амплитуда гравитационных волн в 
рамках теории гравитации f(T). Теория f(T) рассматривается как одна из альтер-
натив общей теории относительности и предоставляет возможность объяснения 
таких явлений, как ускоренное расширение Вселенной и природа темной энергии. 
Модифицируя скаляр кручения T в стандартной гравитационной модели, теория 
f(T) предлагает новый подход к описанию гравитационной динамики и космоло-
гической эволюции. В работе предложен метод определения амплитуды гравита-
ционных волн с использованием функций Бесселя, которые широко применяются 
в задачах распространения волн. Данный подход позволяет решать дифференци-
альные уравнения, описывающие гравитационные волны в рамках теории f(T), 
и выражать их амплитуду через специальные функции. Полученные результаты 
показывают, что амплитуда гравитационных волн в теории f(T) существенно от-
личается от значений, предсказываемых общей теорией относительности. Эти 
различия имеют принципиальное значение для разграничения различных гра-
витационных моделей и открывают возможность прямой проверки теории f(T) 
в экспериментах по регистрации гравитационных волн. Кроме того, исследовано 
влияние изменения параметров функций Бесселя на амплитуду гравитационных 
волн. Результаты показывают, что характеристики гравитационных волн чувстви-
тельны к космологическим параметрам, что может способствовать более глубо-
кому пониманию ускоренного расширения Вселенной. Таким образом, данная 
работа предоставляет ценную информацию о свойствах гравитационных волн в 
модифицированных теориях гравитации и создает основу для проверки теории 
f(T) с помощью будущих наблюдений, внося вклад в развитие гравитационно-вол-
новой астрономии.

Ключевые слова: f(T) гравитация, гравитационные волны, функции Бесселя, 
амплитуда, модифицированная гравитация

Кіріспе. Гравитациялық толқындар адамзатқа Ғаламды зерттеудің жаңа пер-
спективаларын ашатын заманауи физиканың ең маңызды жаңалықтарының бірі 
болып табылады. Оларды алғаш рет Альберт Эйнштейн 1916 жылы өзінің жал-
пы салыстырмалық теориясының (ЖСТ) бөлігі ретінде болжаған, бірақ тек 2015 
жылы LIGO детекторлары арқылы тікелей анықталған. Оқиға астрофизика мен 
космологияда үлкен жаңалық болып, ғалымдарға электромагниттік спектрде-
гі бақылауларға сүйенбей, қара құрдымдар мен нейтрондық жұлдыздардың қо-
сылуы сияқты массивтік объектілердің динамикасын зерттеуге мүмкіндік берді 
(Nojiri and Odintsov, 2006, 1-2; Capozziello and De Laurentis, 2011, 2). 

Дегенмен, ЖС-тың жетістіктеріне қарамастан, бұл гравитацияның соңғы тео-
риясы емес екені анық. Соңғы онжылдықтарда жалпы салыстырмалылық теори-
ясының стандартты үлгісі аясында толық түсіндірілмейтін құбылыстарды сипат-
тауға бағытталған әртүрлі модификацияланған гравитация теориялары қарқынды 
түрде зерттелуде (Einstein, 1928, 2; Sauer, 2006, 2; Møller, 1961, 1–2). Осындай аль-
тернативті теориялардың бірі f(T)-гравитация, гравитациялық өрістің динамикасы 
кеңістік-уақыттың қисықтығы арқылы емес, оның бұралуы арқылы сипатталатын 
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телепараллельді гравитация түрі. Кеңістік-уақыт геометриясы Риман қисықтық 
тензорымен анықталатын классикалық ЖСТ-дан айырмашылығы, телепараллель-
дік модельдер гравитация өрісінің теңдеулерінің өзгеруіне әкелетін бұралу тен-
зорын пайдаланады (Hayashi and Nakano, 1967, 2; Cho, 1976, 2). f(T)-гравитация 
күңгірт энергияны енгізбестен Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіруге, сондай-ақ 
стандартты теорияда қол жетімсіз жаңа әсерлерді болжауға қабілетті перспектива-
лы модельдердің бірі ретінде қарастырылады. Осы әсерлердің бірі гравитациялық 
толқындардың скалярлық поляризациясы түрінде көрінетін қосымша еркіндік 
дәрежелерінің болуы. Стандартты ЖТС-де гравитациялық толқындар метрика-
лық тензордың бұзылуына сәйкес келетін тек екі поляризациямен – «плюс» және 
«крест» арқылы ұсынылған. Сонымен қатар, гравитациялық өрістің модифика-
цияланған теориялары, соның ішінде f(T)-гравитация, LIGO/Virgo және LISA си-
яқты заманауи гравитациялық толқын детекторлары арқылы анықтауға болатын 
скалярлық поляризациялар сияқты гравитациялық ауытқулардың жаңа режим-
дерін енгізуі мүмкін (Aldrovandi and Pereira, 2012, 2; Maluf, 2013, 2).

 Бұл зерттеу Бессель функцияларын пайдалана отырып f(T)-гравитациялық 
гравитациялық толқындардың қасиеттерін талдауға бағытталған. Бессель функ-
циялары физикада сфералық симметриялы жүйелердегі толқындық процестерді 
сипаттау үшін кеңінен қолданылады (Ferraro and Fiorini, 2007, 2; Ferraro and 
Fiorini, 2008, 2; Bengochea and Ferraro, 2009, 2).

Бұл контекстте олар скалярлық гравитациялық ауытқулар үшін қозғалыс тең-
деулерін аналитикалық шешуге және олардың амплитудасының өрнектерін алуға 
мүмкіндік береді. Зерттеудің негізгі мақсаттарына мыналар жатады:

1. f(T)-гравитация теориясы шеңберінде гравитациялық ауытқулар үшін қозға-
лыс теңдеулерін талдау.

2. Гравитациялық толқындардың құрылымының модификациялануынан туын-
дайтын қосымша еркіндік дәрежелерін анықтау.

3. Өзгертілген гравитация теориясында гравитациялық толқындардың тара-
луын сипаттайтын теңдеулерді шешу барысында Бессель функцияларын қолдану.

4. Алынған теориялық болжамдарды LIGO/Virgo және LISA детекторларында 
күтілетін бақылау нәтижелерімен салыстыру.

Осы мақсаттарға жету үшін гравитациялық ауытқулардың қозғалыс теңдеуі 
f(T) функциясымен байланысты массалық мүшені қамтитын есептің сфералық 
симметриялы тұжырымы қарастырылады (Linder, 2010, 2; Cai et al., 2016, 2). Нәти-
жесінде теңдеу сфералық Бессель теңдеуіне эквивалент түрге келтіріледі, оның 
шешімі осы теориядағы гравитациялық толқындардың амплитудасының әрекеті 
туралы түсінік береді (Abbott et al., 2016, 1; Abbott et al., 2017, 1). Гравитациялық 
толқындардың таралу жылдамдығына және ірі масштабты құрылымға қойыла-
тын бақылаулық шектеулерді пайдалана отырып, модификацияланған гравитация 
модельдерінің параметрленуі қарастырылып, олардың көпшілігі космологиялық 
үдеуді ΛCDM-нен тыс түсіндіруде елеулі шектеулерге тап болатыны көрсетіледі 
(Lombriser and Taylor, 2016, 2; Lombriser and Lima, 2016, 2). Сфералық Бессель 
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қозғалысы теориясы гравитациялық өзара әсердің амплитудасына негізделген 
гравитация теориясы тұжырымдамасына сүйенеді (Chakraborty et al., 2018, 2). 

Мақалада келтірілген математикалық есептеулер мен физикалық 
тұжырымдарды қадағалауды жеңілдету үшін, төмендегі 1-кестеде негізгі шартты 
белгілелер мен олардың сипаттамалары жүйеленіп көрсетілген.

1-кесте. Негізгі белгілеулер мен символдық анықтамалар
Белгілеу Сипаттамасы

f(T) Бұралу скалярының ерікті функциясы
T Бұралу скаляры

5

1-кесте. Негізгі белгілеулер мен символдық анықтамалар
Белгілеу Сипаттамасы

f(T) Бұралу скалярының ерікті функциясы

T Бұралу скаляры


T Энергия-импульс тензор

□ Д’Аламбер операторы (толқындық оператор)
h(r, t) Гравитациялық толқынның амплитудасы

m f(T) теориясындағы скалярлық еркіндік дәрежесінің тиімді массасы
 Гравитациялық толқынның циклдік жиілігі
k Толқындық сан

Jn(kr) Бірінші текті сфералық Бессель функциясы
Yn(kr) Екінші текті сфералық Бессель функциясы

ρGW Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы
r Радиалды координат (қашықтық)

A, B Шекаралық шарттармен анықталатын ерікті тұрақтылар

Зерттеу  материалдары. Негізгі теңдеулер. 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇)-гравитациялық толқындар мына 
түрдегі теңдеулермен сипатталады:

□ ,=


 STh + (1)

мұндағы □ – Д’Аламбер операторы, 
T – энергия-импульс тензоры, 

S - 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇) және 
оның туындыларына байланысты қосымша мүшелер.

Метрикасы бар радиалды таралатын толқын үшін:

,)(1= 22222 Ω+++− drdrhdtds rr (2)

скалярлық ауытқуды ),( trhrr енгіземіз.

Ауытқу теңдеуі. Үш өлшемді декарттық координаттардағы толқындық теңдеудің 
жалпы түрі:
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Сфералық симметрия жағдайында ықшамдаудан кейін теңдеу келесі түрде өрнектеледі:
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мұндағы 
2m - 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇)-ның нақты түріне байланысты еркіндік дәрежесінің скалярлық тиімді 

массасы.

Энергия-импульс тензор

□ Д’Аламбер операторы (толқындық оператор)
h(r, t) Гравитациялық толқынның амплитудасы

m f(T) теориясындағы скалярлық еркіндік дәрежесінің тиімді массасы
 Гравитациялық толқынның циклдік жиілігі
k Толқындық сан

Jn(kr) Бірінші текті сфералық Бессель функциясы
Yn(kr) Екінші текті сфералық Бессель функциясы

ρGW Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы
r Радиалды координат (қашықтық)

A, B Шекаралық шарттармен анықталатын ерікті тұрақтылар

Зерттеу  материалдары. Негізгі теңдеулер. f(T)-гравитациялық толқындар 
мына түрдегі теңдеулермен сипатталады:

□

5

1-кесте. Негізгі белгілеулер мен символдық анықтамалар
Белгілеу Сипаттамасы

f(T) Бұралу скалярының ерікті функциясы

T Бұралу скаляры


T Энергия-импульс тензор

□ Д’Аламбер операторы (толқындық оператор)
h(r, t) Гравитациялық толқынның амплитудасы

m f(T) теориясындағы скалярлық еркіндік дәрежесінің тиімді массасы
 Гравитациялық толқынның циклдік жиілігі
k Толқындық сан

Jn(kr) Бірінші текті сфералық Бессель функциясы
Yn(kr) Екінші текті сфералық Бессель функциясы

ρGW Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы
r Радиалды координат (қашықтық)

A, B Шекаралық шарттармен анықталатын ерікті тұрақтылар

Зерттеу  материалдары. Негізгі теңдеулер. 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇)-гравитациялық толқындар мына 
түрдегі теңдеулермен сипатталады:

□ ,=


 STh + (1)

мұндағы □ – Д’Аламбер операторы, 
T – энергия-импульс тензоры, 

S - 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇) және 
оның туындыларына байланысты қосымша мүшелер.

Метрикасы бар радиалды таралатын толқын үшін:

,)(1= 22222 Ω+++− drdrhdtds rr (2)

скалярлық ауытқуды ),( trhrr енгіземіз.

Ауытқу теңдеуі. Үш өлшемді декарттық координаттардағы толқындық теңдеудің 
жалпы түрі:
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мұндағы 
2m - 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇)-ның нақты түріне байланысты еркіндік дәрежесінің скалярлық тиімді 

массасы.
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f(T) Бұралу скалярының ерікті функциясы

T Бұралу скаляры


T Энергия-импульс тензор

□ Д’Аламбер операторы (толқындық оператор)
h(r, t) Гравитациялық толқынның амплитудасы

m f(T) теориясындағы скалярлық еркіндік дәрежесінің тиімді массасы
 Гравитациялық толқынның циклдік жиілігі
k Толқындық сан

Jn(kr) Бірінші текті сфералық Бессель функциясы
Yn(kr) Екінші текті сфералық Бессель функциясы

ρGW Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы
r Радиалды координат (қашықтық)

A, B Шекаралық шарттармен анықталатын ерікті тұрақтылар

Зерттеу  материалдары. Негізгі теңдеулер. 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇)-гравитациялық толқындар мына 
түрдегі теңдеулермен сипатталады:

□ ,=


 STh + (1)

мұндағы □ – Д’Аламбер операторы, 
T – энергия-импульс тензоры, 

S - 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇) және 
оның туындыларына байланысты қосымша мүшелер.

Метрикасы бар радиалды таралатын толқын үшін:

,)(1= 22222 Ω+++− drdrhdtds rr (2)

скалярлық ауытқуды ),( trhrr енгіземіз.

Ауытқу теңдеуі. Үш өлшемді декарттық координаттардағы толқындық теңдеудің 
жалпы түрі:
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массасы.
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1-кесте. Негізгі белгілеулер мен символдық анықтамалар
Белгілеу Сипаттамасы

f(T) Бұралу скалярының ерікті функциясы

T Бұралу скаляры


T Энергия-импульс тензор

□ Д’Аламбер операторы (толқындық оператор)
h(r, t) Гравитациялық толқынның амплитудасы

m f(T) теориясындағы скалярлық еркіндік дәрежесінің тиімді массасы
 Гравитациялық толқынның циклдік жиілігі
k Толқындық сан

Jn(kr) Бірінші текті сфералық Бессель функциясы
Yn(kr) Екінші текті сфералық Бессель функциясы

ρGW Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы
r Радиалды координат (қашықтық)

A, B Шекаралық шарттармен анықталатын ерікті тұрақтылар

Зерттеу  материалдары. Негізгі теңдеулер. 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇)-гравитациялық толқындар мына 
түрдегі теңдеулермен сипатталады:

□ ,=


 STh + (1)

мұндағы □ – Д’Аламбер операторы, 
T – энергия-импульс тензоры, 

S - 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑇𝑇) және 
оның туындыларына байланысты қосымша мүшелер.

Метрикасы бар радиалды таралатын толқын үшін:

,)(1= 22222 Ω+++− drdrhdtds rr (2)

скалярлық ауытқуды ),( trhrr енгіземіз.

Ауытқу теңдеуі. Үш өлшемді декарттық координаттардағы толқындық теңдеудің 
жалпы түрі:
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және оның туындыларына байланысты қосымша мүшелер.

Метрикасы бар радиалды таралатын толқын үшін:
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1-кесте. Негізгі белгілеулер мен символдық анықтамалар
Белгілеу Сипаттамасы

f(T) Бұралу скалярының ерікті функциясы

T Бұралу скаляры


T Энергия-импульс тензор

□ Д’Аламбер операторы (толқындық оператор)
h(r, t) Гравитациялық толқынның амплитудасы

m f(T) теориясындағы скалярлық еркіндік дәрежесінің тиімді массасы
 Гравитациялық толқынның циклдік жиілігі
k Толқындық сан

Jn(kr) Бірінші текті сфералық Бессель функциясы
Yn(kr) Екінші текті сфералық Бессель функциясы

ρGW Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы
r Радиалды координат (қашықтық)

A, B Шекаралық шарттармен анықталатын ерікті тұрақтылар
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мұндағы 2m -  f(T)-ның нақты түріне байланысты еркіндік дәрежесінің скаляр-
лық тиімді массасы.

Әдістері. Бессель функциялары арқылы шешу. 
Гармоникалық уақытқа тәуелділік үшін ( ) ( ) tiertrh 

=,  теңдеу келесідей 
болады:

Мұндағы ( )trh ,  - радиалды координат r және t уақытына тәуелді функцияны 

көрсетеді. ( )r  - кеңістік бөлігін сипаттайды, tie  -  жиілігі бар уақыт бөлігін 
сипаттайды.
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( )r - кеңістік бөлігін сипаттайды, 
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- жиілігі бар уақыт бөлігін сипаттайды.
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Бұл теңдеудің шешімі сфералық Бессель функциясы болып табылады:
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r
rur =)(

(8)

Тұрақты коэффициенттері бар екінші ретті сызықтық біртекті дифференциалдық теңдеу. 
Оның сипаттамалық теңдеуі келесі түрде жазылады:
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мұндағы 
22= mk − ,  – толқын жиілігі, 𝑚𝑚𝑚𝑚 – тиімді масса, А және В – ерікті тұрақтылар, 

( )krJ1 және ( )krY1 бірінші және екінші ретті Бессель функциялары.

Шекаралық шарттар. Физикалық шешімдер үшін шекаралық шарттарды қою керек:
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мәндері үшін алшақтайды.
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1. Шексіздік: ( ) 0→∞→rh , ол ( )krY1 жоққа шығарады, өйткені бұл функция 𝑟𝑟𝑟𝑟 -дің үлкен 
мәндері үшін алшақтайды.

 ( ) 2/~1 krkrJ  

6

Әдістері. Бессель функциялары арқылы шешу.

Гармоникалық уақытқа тәуелділік үшін ( ) ( ) tiertrh 
=, теңдеу келесідей болады:

Мұндағы ( )trh , - радиалды координат r және t уақытына тәуелді функцияны көрсетеді. 
( )r - кеңістік бөлігін сипаттайды, 

tie 

- жиілігі бар уақыт бөлігін сипаттайды.
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∂
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 2)( 2

2
2

Онда:

( ) ( ) 0=2 2
2

2
2 tititi erm

dr
d

rdr
deer 
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Бұл теңдеудің шешімі сфералық Бессель функциясы болып табылады:

( )
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мұндағы 
22= mk − ,  – толқын жиілігі, 𝑚𝑚𝑚𝑚 – тиімді масса, А және В – ерікті тұрақтылар, 

( )krJ1 және ( )krY1 бірінші және екінші ретті Бессель функциялары.
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1. Шексіздік: ( ) 0→∞→rh , ол ( )krY1 жоққа шығарады, өйткені бұл функция 𝑟𝑟𝑟𝑟 -дің үлкен 
мәндері үшін алшақтайды.

 ( ) 2/~1 krkrJ  болғанда 
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Бұл теңдеудің шешімі сфералық Бессель функциясы болып табылады:

( )
r
rur =)(

(8)

Тұрақты коэффициенттері бар екінші ретті сызықтық біртекті дифференциалдық теңдеу. 
Оның сипаттамалық теңдеуі келесі түрде жазылады:

( ) 0=22
2

2

um
dr

ud
−+ 

(9)

,)()(=)( 11

r
krYB

r
krJAr +

(10)

мұндағы 
22= mk − ,  – толқын жиілігі, 𝑚𝑚𝑚𝑚 – тиімді масса, А және В – ерікті тұрақтылар, 

( )krJ1 және ( )krY1 бірінші және екінші ретті Бессель функциялары.

Шекаралық шарттар. Физикалық шешімдер үшін шекаралық шарттарды қою керек:

1. Шексіздік: ( ) 0→∞→rh , ол ( )krY1 жоққа шығарады, өйткені бұл функция 𝑟𝑟𝑟𝑟 -дің үлкен 
мәндері үшін алшақтайды.

 0→kr .
Осылайша, шешім келесі түрге ие болады:

.)(=),( 1 tie
r
krJAtrh  	 (11)

Энергия тығыздығы. Толқынның энергия тығыздығын энергия импульсінің 
тензоры арқылы есептеуге болады:

Егер ( ) ( )tTrRtrh =),( , онда:
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2. Орталық: ( )0→rh соңғы болып қалады, ( )krJ1 функциясы толықтырады, өйткені 
( ) 2/~1 krkrJ болғанда 0→kr .
Осылайша, шешім келесі түрге ие болады:

.)(=),( 1 tie
r
krJAtrh 

(11)

Энергия тығыздығы. Толқынның энергия тығыздығын энергия импульсінің тензоры 
арқылы есептеуге болады:
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Мұндағы ( )rR радиалды функция.
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( ) ( ) ( )krBYkrAJrR 11 += (14)

Шешімді ),( trh ауыстырып, Бессель функцияларынан үлесті табамыз.

Гравитациялық толқынның энергия тығыздығын есептеу. Жалпы салыстырмалылық 
теориясы мен оның модификацияларында, f(T) гравитациясы сияқты, энергияның таралуы 

энергия-импульс тензорымен 
T сипатталады. Энергия тығыздығы ρGW осы тензордың 

уақыттық компонентіне 00T


T
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мұндағы ),( trh шешімімен берілген:

tie
r
krJAtrh )(=),( 1

(16)

)(1 krJ - бірінші текті Бессель функциясы, 
22= mk − , 𝐴𝐴𝐴𝐴 – ерікті тұрақты.

Кинетикалық энергия 2h
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                                       (12)

Мұндағы ( )rR  радиалды функция.
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2. Орталық: ( )0→rh соңғы болып қалады, ( )krJ1 функциясы толықтырады, өйткені 
( ) 2/~1 krkrJ болғанда 0→kr .
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Шешімді ),( trh ауыстырып, Бессель функцияларынан үлесті табамыз.

Гравитациялық толқынның энергия тығыздығын есептеу. Жалпы салыстырмалылық 
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2. Орталық: ( )0→rh соңғы болып қалады, ( )krJ1 функциясы толықтырады, өйткені 
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арқылы есептеуге болады:

Егер ( ) ( )tTrRtrh =),( , онда:

( ) ( ) ( ) ( )








+








∂
∂

+ tTrRm
r

tTrrR
r

tTrRT 222
2

2
22

00
))()((1

2
1=

(12)
Мұндағы ( )rR радиалды функция.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )








+








∂
∂

++ tTrRm
r
rRrrRtT

r
tTrRT 222

2
2

2
22

00
)(1

2
1=

(13)

( ) ( ) ( )krBYkrAJrR 11 += (14)
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Шешімді ),( trh ауыстырып, Бессель функцияларынан үлесті табамыз.

Гравитациялық толқынның энергия тығыздығын есептеу. Жалпы салыстыр-
малылық теориясы мен оның модификацияларында, f(T) гравитациясы сияқты, 
энергияның таралуы энергия-импульс тензорымен 
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2. Орталық: ( )0→rh соңғы болып қалады, ( )krJ1 функциясы толықтырады, өйткені 
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Гравитациялық толқынның энергия тығыздығын есептеу. Жалпы салыстырмалылық 
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 сипатталады. Энергия 
тығыздығы ρGW осы тензордың уақыттық компонентіне 
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2. Орталық: ( )0→rh соңғы болып қалады, ( )krJ1 функциясы толықтырады, өйткені 
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туындылары )(krJ Бессель функциялары арқылы өрнектеледі. 00T -ге негізгі үлесті толқын 
жиілігі  , тиімді массасы m және олардың 

2k -мен байланысты комбинациялары қосады. 
Бұл гравитация толқындарының сипаттамаларын талдау үшін сандық есептеулерді жүргізуге 
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уақытты орташалау қарастырылады, себебі энергия тығыздығы біз үшін орташа мән ретінде 
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тәуелділік жойылмайды және оның үлесі орташалау арқылы тиімді түрде ескеріледі.

Нәтижелер мен талқылау. Сандық есептеулер. Модельді есептеу параметрлері:
• Толқын жиілігі 

310−= Гц (LISA шегінде);
• Тиімді масса 

2210−=m эВ (күңгірт энергия үлгілеріне тән);
• Радиусы: [ ]100,1,0∈r .

Бессель функцияларын есептеу және графикті салу үшін Python кітапханасын (SciPy) 
қолданамыз. Сандық есептеу нәтижесінде келесі мәндер алынды:

• Максималды амплитудасы: 00033,0max ≈h ;

• Ең аз амплитудасы: 00033,0min ≈h ;

• Максималды амплитудаға қол жеткізілетін радиус: 1,0max =r .
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туындылары )(krJ Бессель функциялары арқылы өрнектеледі. 00T -ге негізгі үлесті толқын 
жиілігі  , тиімді массасы m және олардың 

2k -мен байланысты комбинациялары қосады. 
Бұл гравитация толқындарының сипаттамаларын талдау үшін сандық есептеулерді жүргізуге 
мүмкіндік береді.

Неліктен уақытқа тәуелділік жойылады?

),( trh уақытқа тәуелділік 
tie

r
krJAtrh )(=),( 1

шешімінде сақталады. Мұндағы 
tie 

гармоникалық уақытқа тәуелділікті білдіреді. Дегенмен, 00T өрнегін ауыстырған кезде 
уақытты орташалау қарастырылады, себебі энергия тығыздығы біз үшін орташа мән ретінде 
қарастырылады.

tie 

түріндегі гармоникалық функциялар үшін келесі қатынас орындалады:

1.==|| 2 tititi eee  −
(29)

Бұл 00T өрнегіндегі айқын уақытқа тәуелділіктің жойылуына әкеледі, бірақ соңғы 
формуладағы жиілік 𝜔𝜔𝜔𝜔 арқылы уақыт факторы ескеріледі. Осылайша, ),( trh уақытқа 
тәуелділік жойылмайды және оның үлесі орташалау арқылы тиімді түрде ескеріледі.

Нәтижелер мен талқылау. Сандық есептеулер. Модельді есептеу параметрлері:
• Толқын жиілігі 

310−= Гц (LISA шегінде);
• Тиімді масса 

2210−=m эВ (күңгірт энергия үлгілеріне тән);
• Радиусы: [ ]100,1,0∈r .

Бессель функцияларын есептеу және графикті салу үшін Python кітапханасын (SciPy) 
қолданамыз. Сандық есептеу нәтижесінде келесі мәндер алынды:

• Максималды амплитудасы: 00033,0max ≈h ;

• Ең аз амплитудасы: 00033,0min ≈h ;

• Максималды амплитудаға қол жеткізілетін радиус: 1,0max =r .

)(rh тәуелділік графигі

 Бессель функциялары арқылы өрнектеледі. 
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Ортақ факторды шығарайық:
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222 = mk − қатынасын енгізсек: 
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Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы 00T бірінші текті )(1 krJ және олардың 

туындылары )(krJ Бессель функциялары арқылы өрнектеледі. 00T -ге негізгі үлесті толқын 
жиілігі  , тиімді массасы m және олардың 

2k -мен байланысты комбинациялары қосады. 
Бұл гравитация толқындарының сипаттамаларын талдау үшін сандық есептеулерді жүргізуге 
мүмкіндік береді.

Неліктен уақытқа тәуелділік жойылады?

),( trh уақытқа тәуелділік 
tie

r
krJAtrh )(=),( 1

шешімінде сақталады. Мұндағы 
tie 

гармоникалық уақытқа тәуелділікті білдіреді. Дегенмен, 00T өрнегін ауыстырған кезде 
уақытты орташалау қарастырылады, себебі энергия тығыздығы біз үшін орташа мән ретінде 
қарастырылады.

tie 

түріндегі гармоникалық функциялар үшін келесі қатынас орындалады:

1.==|| 2 tititi eee  −
(29)

Бұл 00T өрнегіндегі айқын уақытқа тәуелділіктің жойылуына әкеледі, бірақ соңғы 
формуладағы жиілік 𝜔𝜔𝜔𝜔 арқылы уақыт факторы ескеріледі. Осылайша, ),( trh уақытқа 
тәуелділік жойылмайды және оның үлесі орташалау арқылы тиімді түрде ескеріледі.

Нәтижелер мен талқылау. Сандық есептеулер. Модельді есептеу параметрлері:
• Толқын жиілігі 

310−= Гц (LISA шегінде);
• Тиімді масса 

2210−=m эВ (күңгірт энергия үлгілеріне тән);
• Радиусы: [ ]100,1,0∈r .

Бессель функцияларын есептеу және графикті салу үшін Python кітапханасын (SciPy) 
қолданамыз. Сандық есептеу нәтижесінде келесі мәндер алынды:

• Максималды амплитудасы: 00033,0max ≈h ;

• Ең аз амплитудасы: 00033,0min ≈h ;

• Максималды амплитудаға қол жеткізілетін радиус: 1,0max =r .

)(rh тәуелділік графигі

 -ге 

негізгі үлесті толқын жиілігі  , тиімді массасы m  және олардың 2k -мен бай-
ланысты комбинациялары қосады. Бұл гравитация толқындарының сипаттамала-
рын талдау үшін сандық есептеулерді жүргізуге мүмкіндік береді.

Неліктен уақытқа тәуелділік жойылады?

),( trh  уақытқа тәуелділік tie
r
krJAtrh )(=),( 1  шешімінде сақталады. 

Мұндағы tie   гармоникалық уақытқа тәуелділікті білдіреді. Дегенмен, 
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Ортақ факторды шығарайық:
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222 = mk − қатынасын енгізсек: 
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Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы 00T бірінші текті )(1 krJ және олардың 

туындылары )(krJ Бессель функциялары арқылы өрнектеледі. 00T -ге негізгі үлесті толқын 
жиілігі  , тиімді массасы m және олардың 

2k -мен байланысты комбинациялары қосады. 
Бұл гравитация толқындарының сипаттамаларын талдау үшін сандық есептеулерді жүргізуге 
мүмкіндік береді.

Неліктен уақытқа тәуелділік жойылады?

),( trh уақытқа тәуелділік 
tie

r
krJAtrh )(=),( 1

шешімінде сақталады. Мұндағы 
tie 

гармоникалық уақытқа тәуелділікті білдіреді. Дегенмен, 00T өрнегін ауыстырған кезде 
уақытты орташалау қарастырылады, себебі энергия тығыздығы біз үшін орташа мән ретінде 
қарастырылады.

tie 

түріндегі гармоникалық функциялар үшін келесі қатынас орындалады:

1.==|| 2 tititi eee  −
(29)

Бұл 00T өрнегіндегі айқын уақытқа тәуелділіктің жойылуына әкеледі, бірақ соңғы 
формуладағы жиілік 𝜔𝜔𝜔𝜔 арқылы уақыт факторы ескеріледі. Осылайша, ),( trh уақытқа 
тәуелділік жойылмайды және оның үлесі орташалау арқылы тиімді түрде ескеріледі.

Нәтижелер мен талқылау. Сандық есептеулер. Модельді есептеу параметрлері:
• Толқын жиілігі 

310−= Гц (LISA шегінде);
• Тиімді масса 

2210−=m эВ (күңгірт энергия үлгілеріне тән);
• Радиусы: [ ]100,1,0∈r .

Бессель функцияларын есептеу және графикті салу үшін Python кітапханасын (SciPy) 
қолданамыз. Сандық есептеу нәтижесінде келесі мәндер алынды:

• Максималды амплитудасы: 00033,0max ≈h ;

• Ең аз амплитудасы: 00033,0min ≈h ;

• Максималды амплитудаға қол жеткізілетін радиус: 1,0max =r .

)(rh тәуелділік графигі

 өрнегін 
ауыстырған кезде уақытты орташалау қарастырылады, себебі энергия тығыздығы 
біз үшін орташа мән ретінде қарастырылады. tie   түріндегі гармоникалық 
функциялар үшін келесі қатынас орындалады:

1.==|| 2 tititi eee  − 	 (29)

Бұл 
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Ортақ факторды шығарайық:
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222 = mk − қатынасын енгізсек: 
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Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы 00T бірінші текті )(1 krJ және олардың 

туындылары )(krJ Бессель функциялары арқылы өрнектеледі. 00T -ге негізгі үлесті толқын 
жиілігі  , тиімді массасы m және олардың 

2k -мен байланысты комбинациялары қосады. 
Бұл гравитация толқындарының сипаттамаларын талдау үшін сандық есептеулерді жүргізуге 
мүмкіндік береді.

Неліктен уақытқа тәуелділік жойылады?

),( trh уақытқа тәуелділік 
tie

r
krJAtrh )(=),( 1

шешімінде сақталады. Мұндағы 
tie 

гармоникалық уақытқа тәуелділікті білдіреді. Дегенмен, 00T өрнегін ауыстырған кезде 
уақытты орташалау қарастырылады, себебі энергия тығыздығы біз үшін орташа мән ретінде 
қарастырылады.

tie 

түріндегі гармоникалық функциялар үшін келесі қатынас орындалады:

1.==|| 2 tititi eee  −
(29)

Бұл 00T өрнегіндегі айқын уақытқа тәуелділіктің жойылуына әкеледі, бірақ соңғы 
формуладағы жиілік 𝜔𝜔𝜔𝜔 арқылы уақыт факторы ескеріледі. Осылайша, ),( trh уақытқа 
тәуелділік жойылмайды және оның үлесі орташалау арқылы тиімді түрде ескеріледі.

Нәтижелер мен талқылау. Сандық есептеулер. Модельді есептеу параметрлері:
• Толқын жиілігі 

310−= Гц (LISA шегінде);
• Тиімді масса 

2210−=m эВ (күңгірт энергия үлгілеріне тән);
• Радиусы: [ ]100,1,0∈r .

Бессель функцияларын есептеу және графикті салу үшін Python кітапханасын (SciPy) 
қолданамыз. Сандық есептеу нәтижесінде келесі мәндер алынды:

• Максималды амплитудасы: 00033,0max ≈h ;

• Ең аз амплитудасы: 00033,0min ≈h ;

• Максималды амплитудаға қол жеткізілетін радиус: 1,0max =r .

)(rh тәуелділік графигі

 өрнегіндегі айқын уақытқа тәуелділіктің жойылуына әкеледі, бірақ 
соңғы формуладағы жиілік ɷ арқылы уақыт факторы ескеріледі. Осылайша, 

),( trh  уақытқа тәуелділік жойылмайды және оның үлесі орташалау арқылы 
тиімді түрде ескеріледі.
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Ортақ факторды шығарайық:
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222 = mk − қатынасын енгізсек: 
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Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы 00T бірінші текті )(1 krJ және олардың 

туындылары )(krJ Бессель функциялары арқылы өрнектеледі. 00T -ге негізгі үлесті толқын 
жиілігі  , тиімді массасы m және олардың 

2k -мен байланысты комбинациялары қосады. 
Бұл гравитация толқындарының сипаттамаларын талдау үшін сандық есептеулерді жүргізуге 
мүмкіндік береді.

Неліктен уақытқа тәуелділік жойылады?

),( trh уақытқа тәуелділік 
tie

r
krJAtrh )(=),( 1

шешімінде сақталады. Мұндағы 
tie 

гармоникалық уақытқа тәуелділікті білдіреді. Дегенмен, 00T өрнегін ауыстырған кезде 
уақытты орташалау қарастырылады, себебі энергия тығыздығы біз үшін орташа мән ретінде 
қарастырылады.

tie 

түріндегі гармоникалық функциялар үшін келесі қатынас орындалады:

1.==|| 2 tititi eee  −
(29)

Бұл 00T өрнегіндегі айқын уақытқа тәуелділіктің жойылуына әкеледі, бірақ соңғы 
формуладағы жиілік 𝜔𝜔𝜔𝜔 арқылы уақыт факторы ескеріледі. Осылайша, ),( trh уақытқа 
тәуелділік жойылмайды және оның үлесі орташалау арқылы тиімді түрде ескеріледі.

Нәтижелер мен талқылау. Сандық есептеулер. Модельді есептеу параметрлері:
• Толқын жиілігі 

310−= Гц (LISA шегінде);
• Тиімді масса 

2210−=m эВ (күңгірт энергия үлгілеріне тән);
• Радиусы: [ ]100,1,0∈r .

Бессель функцияларын есептеу және графикті салу үшін Python кітапханасын (SciPy) 
қолданамыз. Сандық есептеу нәтижесінде келесі мәндер алынды:

• Максималды амплитудасы: 00033,0max ≈h ;

• Ең аз амплитудасы: 00033,0min ≈h ;

• Максималды амплитудаға қол жеткізілетін радиус: 1,0max =r .

)(rh тәуелділік графигі
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Нәтижелер мен талқылау. Сандық есептеулер. Модельді есептеу пара метр-
лері:

• Толқын жиілігі 310 −=
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222 = mk − қатынасын енгізсек:
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Гравитациялық толқынның энергия тығыздығы 00T бірінші текті )(1 krJ және олардың

туындылары )(krJ Бессель функциялары арқылы өрнектеледі. 00T -ге негізгі үлесті толқын
жиілігі  , тиімді массасы m және олардың

2k -мен байланысты комбинациялары қосады. 
Бұл гравитация толқындарының сипаттамаларын талдау үшін сандық есептеулерді жүргізуге
мүмкіндік береді.
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 эВ (күңгірт энергия үлгілеріне тән);
• Радиусы: [ ]100,1,0∈r .

Бессель функцияларын есептеу және графикті салу үшін Python кітапханасын
(SciPy) қолданамыз. Сандық есептеу нәтижесінде келесі мәндер алынды:

• Максималды амплитудасы: 00033,0max ≈h ;
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)(rh  тəуелділік графигі

Төмендегі суретте толқын амплитудасының )(rh  радиусына r тәуелділігінің 
графигі көрсетілген.

Сурет 1.  f(T) гравитация теориясындағы гравитациялық толқынның h(r) амплитудасы 

1-суретте көрсетілген h(r) амплитудасының радиалды қашықтыққа тәуелділігі 
f(T) теориясының өзіндік ерекшеліктерін айқындайды. Графиктен көрініп 
тұрғандай, r мәні артқан сайын толқын амплитудасының біртіндеп төмендеуі 
байқалады. Бұл құбылыс бірінші текті Бессель функциясының (Jn) қасиетіне 
негізделген: энергия көзден алыстаған сайын сфералық бет бойынша таралып, 
амплитудалық мәні азаяды. Сонымен қатар, f(T) моделіндегі тиімді массаның (m) 
болуы толқынның таралу сипатын Жалпы салыстырмалылық теориясынан (ЖСТ) 
өзгешелендіреді. Егер ЖСТ-да гравитациялық толқындар массасыз болып, жарық 
жылдамдығымен тараса, f(T) шеңберіндегі скалярлық режимдер дисперсияға 
ұшырауы мүмкін. Графиктегі қисықтың баяу өзгеруі таңдалған төмен жиілікті 
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(10-3 Гц) LISA диапазонында толқынның тұрақтылығын және оны болашақ 
детекторлар арқылы тіркеудің теориялық мүмкіндігін көрсетеді.

Сандық нәтижелерді физикалық интерпретациялау және детекторлармен 
салыстыру

Зерттеу барысында алынған сандық мәліметтер f(T) гравитациясы шеңберіндегі 
гравитациялық толқындардың қазіргі эксперименттік шектеулерге сәйкестігін 
анықтауға мүмкіндік береді:

І. Детекторлардың сезімталдығымен салыстыру. Есептеулерде қолда
нылған 10-3 Гц жиілігі болашақ LISA ғарыштық детекторының оңтайлы 
жұмыс диапазонына сәйкес келеді. Алынған максималды амплитуда мәні 

00033,0max ≈h  теориялық тұрғыдан өте жоғары болып көрінгенімен, бұл мән 
таңдалған тиімді масса 

2210 −=m
 10-22 эВ мен бастапқы шарттарға тікелей тәуелді. 

LIGO/Virgo детекторлары тіркейтін жоғары жиілікті (10-1000 Гц) толқындармен 
салыстырғанда, біздің модельдегі төмен жиілікті скалярлық режимдер f(T) 
теориясының космологиялық масштабтағы әсерлерін (мысалы, Әлемнің үдемелі 
кеңеюін) зерттеуге қолайлы.

ІІ. Тиімді массаның (m) физикалық рөлі. Модельдегі 2210 −=m  10-22 эВ мәні 
күңгірт энергияның қасиеттерін сипаттайтын «жеңіл» скалярлық өрістерге тән. 
Жалпы салыстырмалылық теориясында гравитациялық толқындар массасыз 
болып саналады, ал f(T) теориясындағы бұл массалық мүше толқынның таралу 
жылдамдығының жарық жылдамдығынан (c) сәл өзгеше болуына әкеледі. Бұл 
айырмашылықты GW170814 сияқты оқиғалардан алынған деректермен салыстыру 
арқылы f(T) параметрлеріне қатаң шектеу қоюға болады.

ІІІ. Скалярлық поляризацияның маңызы. ЖСТ тек екі тензорлық 
поляризацияны болжаса, біздің зерттеуіміз f(T) гравитациясында қосымша 
скалярлық режимдердің болатынын растайды. Бессель функцияларымен 
сипатталған амплитуданың радиалды кемуі (1-сурет) энергияның кеңістікте 
таралуын көрсетеді. Егер болашақ детекторлар «қосу» және «айқас» 
поляризацияларынан тыс сигналдарды тіркесе, бұл f(T) сияқты модификацияланған 
теориялардың тікелей дәлелі болмақ.

Қорытынды. Бұл жұмыста кеңістік-уақыт геометриясын қисықтықпен емес, 
бұралумен сипаттайтын модификацияланған гравитация теориясы  f(T) шеңберін-
де гравитациялық толқындардың теориялық қасиеттері зерттелді. Негізгі назар 
гравитациялық ауытқулардың қозғалыс теңдеулерін зерттеуге және оларды си-
паттау үшін Бессель функцияларын қолдануға аударылады. Зерттеу нәтижелері  
f(T)-гравитацияда гравитациялық толқындар стандартты ЖСТ-да кездеспейтін 
қосымша поляризацияға ие болуы мүмкін екенін көрсетеді. Атап айтқанда, гра-
витациялық толқындардың жазылған сигналдарына әсер ете алатын скалярлық 
режимдердің пайда болуы мүмкін. Бұл жаңа поляризациялар гравитациялық өріс 
теңдеулерінің модификациясынан туындайтын қосымша еркіндік дәрежелерімен 
байланысты. Сандық талдау гравитациялық толқындардың қозғалыс теңдеуінің 
шешімін сфералық Бессель функциялары арқылы өрнектеуге болатынын көрсет-
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ті. Бірінші текті Бессель функциялары физикалық реалистік шешімдердің шека-
ралық шарттарын қанағаттандыра отырып, сфералық симметриялы тұжырымда 
толқындық ауытқулардың динамикасын сипаттауға мүмкіндік береді.

Алынған теориялық болжамдарды гравитациялық толқын детекторларында 
мүмкін болатын бақылаулармен салыстыру келесі қорытындыларға әкелді:

1.  f(T)-гравитациялық гравитациялық толқындардың қосымша поляризация-
лары өзгертілген гравитация теорияларын тексеруге мүмкіндік беретін болашақ 
эксперименттік бақылаулар арқылы анықталуы мүмкін.

2.  Гравитациялық толқындардың амплитудасын зерттеу олардың кеңістік-у-
ақыттағы таралу ерекшеліктерін айқындауға мүмкіндік береді. 

3. Алынған сандық нәтижелер мен гравитациялық толқындардың байқалатын 
сипаттамалары арасындағы келісім  f(T) функциясының қолайлы формаларын 
растай немесе шектей алады, бұл гравитацияның баламалы модельдерінің қаси-
еттерін нақтылауға көмектеседі.

Нәтижесінде, жүргізілген зерттеу  f(T)–гравитация теориясының гравитаци-
ялық толқын детекторлары көмегімен эксперименттік тұрғыдан тексеруге бола-
тын ықтимал байқалатын әсерлерге ие екенін айқындайды. Бұл телепараллельді 
гравитацияны одан әрі теориялық және эксперименттік зерттеулер үшін қызықты 
және перспективалы салаға айналдырады.

Болашақта жұмысты бірнеше бағытта кеңейтуге болады:
• Анизотропты кернеулердің әсерін қамтитын гравитациялық  толқындарының 

модельдерін теориялық тұрғыдан талдау.
• Модификацияланған гравитациялық толқындардың қара құрдым және ней-

трондық жұлдыздар сияқты астрофизикалық объектілермен әрекеттесуін зерттеу.
• Телепараллельдік теорияларда гравитациялық толқындардың таралуын мо-

дельдеудің дәлірек сандық әдістерін жасау. Осылайша,  f(T)-гравитация аясында 
гравитациялық толқындардың қазіргі және болашақтағы бақылауларын пайдала-
ну арқылы оларды тексеру тәсілдерін айқындап, альтернативті гравитациялық мо-
дельдерді зерттеуге маңызды үлес қосады.
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