
ВЕСТНИК
РОО «НАЦИОНАЛЬНОЙ 
АКАДЕМИИ НАУК 
РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН»
ЧФ «Халық»

THE BULLETIN
OF THE ACADEMY OF SCIENCES

OF THE REPUBLIC OF
KAZAKHSTAN

 «Halyk» Private Foundation

ISSN 2518-1467 (Online), 
ISSN 1991-3494 (Print)

«ҚАЗАҚСТАН РЕСПУБЛИКАСЫ
 ҰЛТТЫҚ ҒЫЛЫМ АКАДЕМИЯСЫ» РҚБ

«ХАЛЫҚ» ЖҚ

Х А Б А Р Ш Ы С Ы

PUBLISHED SINCE 1944

1 (407)
JANUARY  – FEBRUARY  2024

ALMATY, NAS RK



2

Bulletin the National academy of sciences of the Republic of Kazakhstan

В 2016 году для развития и улучшения качества жизни казахстанцев 
был создан частный Благотворительный фонд «Халык». За годы своей 
деятельности на реализацию благотворительных проектов в областях 
образования и науки, социальной защиты, культуры, здравоохранения и 
спорта, Фонд выделил более 45 миллиардов тенге.

 Особое внимание Благотворительный фонд «Халык» уделяет 
образовательным программам, считая это направление одним из ключевых 
в своей деятельности. Оказывая поддержку отечественному образованию, 
Фонд вносит свой посильный вклад в развитие качественного образования 
в Казахстане. Тем самым способствуя росту числа людей, способных 
менять жизнь в стране к лучшему – профессионалов в различных 
сферах, потенциальных лидеров и «великих умов». Одной из значимых 
инициатив фонда «Халык» в образовательной сфере стал проект Ozgeris 
powered by Halyk Fund – первый в стране бизнес-инкубатор для учащихся 
9-11 классов, который помогает развивать необходимые в современном 
мире предпринимательские навыки. Так, на содействие малому бизнесу 
школьников было выделено более 200 грантов. Для поддержки талантливых 
и мотивированных детей Фонд неоднократно выделял гранты на обучение 
в Международной школе «Мирас» и в Astana IT University, а также помог 
казахстанским школьникам принять участие в престижном конкурсе «USTEM 
Robotics» в США. Авторские работы в рамках проекта «Тәлімгер», которому 
Фонд оказал поддержку, легли в основу учебной программы, учебников и 
учебно-методических книг по предмету «Основы предпринимательства и 
бизнеса», преподаваемого в 10-11 классах казахстанских школ и колледжей. 

 Помимо помощи школьникам, учащимся колледжей и студентам Фонд 
считает важным внести свой вклад в повышение квалификации педагогов, 
совершенствование их знаний и навыков, поскольку именно они являются 
проводниками знаний будущих поколений казахстанцев. При поддержке 
Фонда «Халык» в южной столице был организован ежегодный городской 
конкурс педагогов «Almaty Digital Ustaz. 

 Важной инициативой стал реализуемый проект по обучению основам 
финансовой грамотности преподавателей из восьми областей Казахстана, 
что должно оказать существенное влияние на воспитание финансовой 
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грамотности и предпринимательского мышления у нового поколения 
граждан страны. 

 Необходимую помощь Фонд «Халык» оказывает и тем, кто особенно 
остро в ней нуждается. В рамках социальной защиты населения активно 
проводится работа по поддержке детей, оставшихся без родителей, детей и 
взрослых из социально уязвимых слоев населения, людей с ограниченными 
возможностями, а также обеспечению нуждающихся социальным жильем, 
строительству социально важных объектов, таких как детские сады, детские 
площадки и физкультурно-оздоровительные комплексы. 

 В копилку добрых дел Фонда «Халык» можно добавить оказание помощи 
детскому спорту, куда относится поддержка в развитии детского футбола и 
карате в нашей стране. Жизненно важную помощь Благотворительный фонд 
«Халык» оказал нашим соотечественникам во время  недавней пандемии 
COVID-19. Тогда, в разгар тяжелой борьбы с коронавирусной инфекцией 
Фонд выделил свыше 11 миллиардов тенге на приобретение необходимого 
медицинского оборудования и дорогостоящих медицинских препаратов, 
автомобилей скорой медицинской помощи и средств защиты, адресную 
материальную помощь социально уязвимым слоям населения и денежные 
выплаты медицинским работникам.

В 2023 году наряду с другими проектами, нацеленными на повышение 
благосостояния казахстанских граждан Фонд решил уделить особое 
внимание науке, поскольку она является частью общественной культуры, а 
уровень ее развития определяет уровень развития государства. 

Поддержка Фондом выпуска журналов Национальной Академии наук 
Республики Казахстан, которые входят в международные фонды Scopus и 
Wos и в которых публикуются статьи отечественных ученых, докторантов 
и магистрантов, а также научных сотрудников высших учебных заведений 
и научно-исследовательских институтов нашей страны является не менее 
значимым вкладом Фонда в развитие казахстанского общества.

С уважением, Благотворительный Фонд «Халык»!
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Abstract. In this article, trigonometric equations and their significance in modern
mathematical education are considered in more detail. Trigonometric equations are 
one of the main elements of the mathematics course and play an important role 
in solving many problems in various fields of science and technology. The article 
proposes to focus on the difficulties faced by schoolchildren in solving trigonometric 
equations and discuss innovative methods for solving them. The ability to understand 
trigonometric equations and fully assimilate and successfully apply them is important 
not only for academic success, but also for the development of analytical and 
problem–solving skills of students. The proposed methods are aimed at improving 
the educational process by offering students effective and interactive methods of 
mastering the topic. In addition, both theoretical aspects of the development of 
methods for solving equations and their practical application in educational tasks 
are covered. Several types of trigonometric equations in the high school algebra 
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course are considered and ways of solving them using the properties of trigonometric 
functions are shown. Students are offered a detailed description of the methods that 
allow solving equations with various trigonometric identities, as well as numerous 
examples of solving equations using artificial methods. In addition, examples and 
tasks are presented that help students develop skills in solving complex problems 
in the field of trigonometry, which contributes to mathematical development at the 
school level. Thus, the article emphasizes the importance of studying and effectively 
mastering trigonometric equations in the educational process in order to form stable 
mathematical competencies of high school students and their easy adaptation to the 
requirements of modern school curricula.

Keywords: trigonometry, trigonometric equations, methods for solving 
trigonometric equations, properties of trigonometric functions
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Аннотация. Ұсынылған мақалада тригонометриялық теңдеулер және 
олардың қазіргі математикалық білім берудегі маңыздылығын зерттеу 
тереңірек қаралады. Тригонометриялық теңдеулер математика курсының 
негізгі элементтерінің бірі болып табылады және ғылым мен техниканың 
әртүрлі салаларында көптеген мәселелерді шешуде маңызды рөл атқарады. 
Мақалада мектеп оқушыларының тригонометриялық теңдеулерді шешудегі 
кездесетін қиындықтарына тоқталып, оларды шешудің инновациялық 
әдістерін талқылауды ұсынады. Тригонометриялық теңдеулерді түсіне білу 
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және оларды толық меңгеріп, сәтті қолдану тек академиялық жетістік үшін 
ғана емес, сонымен қатар оқушылар мен студенттердің аналитикалық және 
проблемалық – шешуші дағдыларын дамыту үшін де маңызды. Мақалада 
теңдеулерді шешудің тиімді әдістерін құруға, сондай – ақ шешім процесін 
визуализациялау мен түсінуді жеңілдететін құралдарды жасауға баса назар 
аударылады. Ұсынылып отырған әдістер оқушыларға тақырыпты меңгерудің 
тиімді және интерактивті әдістерін ұсына отырып, оқу процесін жақсартуға 
бағытталған. Сонымен қатар, теңдеулерді шешу әдістерін дамытудың 
теориялық аспектілері де, оларды оқу есептерінде практикалық қолдану 
да қамтылған. Орта мектептегі математика пәнінің алгебра курсындағы 
тригонометриялық теңдеулердің бірнеше түрлері қарастырылады және оларды 
тригонометриялық функциялардың қасиеттерінің көмегімен шешудің жолдары 
көрсетіледі. Оқушыларға әртүрлі тригонометриялық сәйкестіктері бар 
теңдеулерді шешуге мүмкіндік беретін әдістердің егжей – тегжейлі сипаттамасы 
ұсынылады, және де жасанды әдістерді қолдану арқылы теңдеулерді шешудің 
көптеген мысалдары келтіріледі. Сонымен қатар, оқушыларға мектеп 
деңгейінде математикалық дамуға ықпал ететін тригонометрия саласындағы 
күрделі есептерді шешу дағдыларын дамытуға көмектесетін мысалдар мен 
тапсырмалар берілген. Осылайша, мақала орта мектеп оқушыларының тұрақты 
математикалық құзыреттіліктерін қалыптастыру және оларды қазіргі орта 
мектеп бағдарламаларының талаптарына жеңіл жолмен бейімдеу мақсатында 
білім беру процесінде тригонометриялық теңдеулерді зерттеудің және тиімді 
игерудің маңыздылығын баяндайды.

Түйін сөздер: тригонометрия, тригонометриялық теңдеулер, тригоно-
метриялық теңдеулерді шешу әдістері, тригонометриялық функциялардың 
қасиеттері
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Аннотация. В статье подробно рассматриваются тригонометрические 
уравнения и их значение в современном математическом образовании. 
Тригонометрические уравнения являются одним из основных элементов 
курса математики и играют важную роль в решении многих задач в различных 
областях науки и техники. В статье предлагается остановиться на сложностях, 
с которыми сталкиваются школьники при решении тригонометрических 
уравнений, и обсудить инновационные методы их решения. Умение понимать 
тригонометрические уравнения и в полной мере их усвоить и успешно 
применять важно не только для академического успеха, но и для развития 
аналитических и проблемно-решающих навыков учащихся. В статье основное 
внимание уделяется созданию эффективных методов решения уравнений, 
а также созданию инструментов, облегчающих визуализацию и понимание 
процесса принятия решений. Предлагаемые методы направлены на улучшение 
учебного процесса, предлагая учащимся эффективные и интерактивные 
методы освоения темы. Кроме того, охватываются как теоретические аспекты 
разработки методов решения уравнений, так и их практическое применение 
в учебных задачах. Рассматриваются несколько типов тригонометрических 
уравнений в курсе алгебры средней школы и показываются способы их решения 
с помощью свойств тригонометрических функций. Учащимся предлагается 
подробное описание методов, позволяющих решать уравнения с различными 
тригонометрическими тождествами, а также приводятся многочисленные 
примеры решения уравнений с использованием искусственных методов. 
Кроме того, представлены примеры и задания, которые помогают учащимся 
развить навыки решения сложных задач в области тригонометрии, что 
способствует математическому развитию на школьном уровне. Таким 
образом, в статье подчеркивается важность изучения и эффективного 
освоения тригонометрических уравнений в образовательном процессе с целью 
формирования устойчивых математических компетенций старшеклассников и 
их легкой адаптации к требованиям современных школьных программ.

Ключевые слова: тригонометрия, тригонометрические уравнения, методы 
решения тригонометрических уравнений, свойства тригонометрических 
функций
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Кіріспе
Тригонометрия ― үшбұрыштардың бұрыштары мен қабырғалары 

арасындағы қатынастарды зерттейтін математиканың маңызды бөлімі. 
Тригонометрия ежелгі дәуірдегі қарапайым өлшемдерден қазіргі әлемдегі 
күрделі математикалық теорияларға дейін дамыды. Оның астрономияда, 
физикада, инженерияда және басқа салаларда қолданылуы тригонометриялық 
функциялардың ғылым мен практикадағы маңыздылығын көрсетеді. Мақаладағы 
талқылауымыздың мақсаты – оқушылардың математикалық сауаттылығы мен 
аналитикалық дағдыларын қалыптастырудағы маңыздылықты ескере отырып, 
тригонометриялық теңдеулердің кейбір түрлерін шешуді қарастыру. Осы 
мақалада негізгі тригонометриялық функцияларды, олардың қасиеттері мен 
өзара байланыстарын қарастырамыз, сонымен қатар мектеп бағдарламасының 
стандартты оқу жоспарының ажырамас бөлігі болып табылатын жағдайларға 
назар аудара отырып, теңдеулерді жасанды жолдарды қолдана отырып шешу 
әдістеріне тереңірек үңілеміз. 

Тригонометриялық теңдеулер мен теңсіздіктер ғылым мен техниканың 
әртүрлі салаларында өте кеңінен қолданылады. Бұл ұғымдарды білу физика, 
инженерия, информатика және басқа да техникалық пәндердің мәселелері мен 
сұрақтарын шешуде пайдалы. Сонымен қатар, оқушылар үшін математика 
курсындағы тригонометрия бөлімінің тақырыптарын жетік меңгерудің 
маңыздылығы – Ұлттық Бірыңғай Тестілеу (ҰБТ) болып табылады. Себебі, 
оқушылардың жоғары оқу орнына түсуге дайындық деңгейін бағалауға 
арналған ҰБТ сияқты стандартталған тесттерде тригонометриялық теңдеулер 
мен теңсіздіктерді шешуге бағытталған сұрақтар өте көп көлемде кездеседі. 
Бұл тест оқушылардың білімі мен дағдыларын объективті бағалауға 
бағытталған. Тригонометриялық функцияларға қатысты кең көлемді білімді, 
толқындық оптика, электр және басқа салаларға қатысты әртүрлі нақты 
есептерді шешу үшін пайдалануға болады. Және де осы тараумен жұмыс жасау 
оқушылардың математикалық дағдыларын дамытады, атап айтатын болсақ, 
сыни талдау, логикалық ойлау және күрделі есептерді шешу. Жалпы айтқанда, 
тригонометриялық теңдеулерді игеру білімнің әртүрлі салаларында қолдануға 
болатын және оқушылардың математикалық сауаттылық деңгейін арттыратын 
кешенді математикалық аппаратты қалыптастыру үшін маңызды (Кенжегулов, 
2023, 16).

Осы мақалада барынша тригонометрияның күрделі тұжырымдамаларын 
нақты түсіндіруге тырысамыз, бұл білімді практикалық есептерді шешу 
үшін қалай қолдануға болатындығын және олардың қоршаған әлемдегі 
математикалық аспектілерді тереңірек түсінуге қалай негіз бола алатындығын 
көрсетеміз. Осылайша тригонометриялық теңдеулер тақырыбына тереңірек 
еніп, оларды шешудің бірнеше әдістерін қарастырамыз.

Материалдар және негізгі әдістер 
"Тригонометриялық теңдеулер" тақырыбы мектептегі математика курсының 

негізгі әрі күрделі тақырыптарының бірі болып табылады. Тригонометрия 
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бөлімінің материалдарының мазмұнының бір ерекшелігі – тригонометриялық 
теңдеулерді шешу оқушылардың тригонометрия бойынша да, негізгі мектеп 
курсы үшін зерттелген алгебралық материал туралы да білімдерін өзара 
ұштастырып жүйелеу және жалпылау үшін ықпал етеді. Ал бұл жерде 
мұғалімнің мойнындағы басты міндеттерінің бірі – қарастырылып отырған 
тригонометриялық теңдеулерді шешудің бірнеше әдістерін және зерттелетін 
тақырыптың басты идеяларын бөліп көрсету болып табылады (Gimaltdinova, 
2018).

Жалпы білім беретін орта мектептегі оқу – әдістемелік әдебиеттерде 
тригонометриялық теңдеулерді жіктеу бойынша әртүрлі көзқарастар бар екені 
белгілі. Бұл, ең алдымен, тригонометриялық теңдеулердің әр түрлі болуына 
байланысты.

Егер тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе 
шешу әдісін таңдауға байланысты жіктейтін болсақ, онда келесідей 7 түрге 
бөле аламыз:

1) шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері 
қолданылатын теңдеулер;

2) бірдей түрлендірулерді орындағаннан кейін қарапайым және оған 
келтірілетін тригонометриялық теңдеулер;

3) қандай да бір тригонометриялық функцияға қатысты алгебралық 
теңдеулерге келтірілетін тригонометриялық теңдеулер;

4) asinx + bcosx = c түрінің теңдеулері, мұндағы a,b,с 

"Тригонометриялық теңдеулер" тақырыбы мектептегі математика курсының негізгі әрі күрделі 
тақырыптарының бірі болып табылады. Тригонометрия бөлімінің материалдарының мазмұнының бір 
ерекшелігі – тригонометриялық теңдеулерді шешу оқушылардың тригонометрия бойынша да, негізгі 
мектеп курсы үшін зерттелген алгебралық материал туралы да білімдерін өзара ұштастырып жүйелеу 
және жалпылау үшін ықпал етеді. Ал бұл жерде мұғалімнің мойнындағы басты міндеттерінің бірі – 
қарастырылып отырған тригонометриялық теңдеулерді шешудің бірнеше әдістерін және зерттелетін 
тақырыптың басты идеяларын бөліп көрсету болып табылады (Gimaltdinova, 2018). 

Жалпы білім беретін орта мектептегі оқу – әдістемелік әдебиеттерде тригонометриялық 
теңдеулерді жіктеу бойынша әртүрлі көзқарастар бар екені белгілі. Бұл, ең алдымен, 
тригонометриялық теңдеулердің әр түрлі болуына байланысты. 

Егер тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 
байланысты жіктейтін болсақ, онда келесідей 7 түрге бөле аламыз: 

1) шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері қолданылатын теңдеулер; 
2) бірдей түрлендірулерді орындағаннан кейін қарапайым және оған келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
3) қандай да бір тригонометриялық функцияға қатысты алгебралық теңдеулерге келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
4) asinx + bcosx = c түрінің теңдеулері, мұндағы a,b,с ∈ ℝ, a≠0, b≠0 және оларға келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
5) бір аргументтің синусы мен косинусына қатысты біртекті тригонометриялық теңдеулер; 
6) шешу тәсілі жасанды тәсілдерді қолдануға келтірілетін тригонометриялық теңдеулер; 
7) аралас тригонометриялық теңдеулер. 
Оқу және әдістемелік әдебиеттерді талдап қарайтын болсақ, жоғарыда айтылған 

тригонометриялық теңдеулердің 2, 3, 4 және 5 – інші түрлері өте жақсы сипатталған, түсіндірілген, әрі 
есептер саны көп көлемде берілген. Ал теңдеулердің бірінші және соңғы екі түріне мектеп 
оқулықтарында тиісті көңіл бөлінбеген, сонымен қатар кейбір оқулықтарда олар мүлдем жоқ екенін 
байқауға болады. Алайда аталған типтегі теңдеулер Ұлттық Бірыңғай Тестілеуде кездесіп оқушыларға 
қиындық тудырып жатады. 

Сол себепті, бұл мақалада тригонометриялық теңдеулердің осы үш түрін шешу әдістемесіне 
тоқталып, мысал есептері мен шешу жолдарын көрсетеміз. 

Бірінші типтегі, яғни шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері 
қолданылатын тригонометриялық теңдеулерді шешудің негізі – тригонометриялық функциялардың 
анықталу облысы немесе мәндер жиыны сияқты негізгі қасиеттері туралы тұжырымдар болып 
табылады. Шешім теңдеудің сол және оң жақтарын көрсететін өрнектердің анықталу облысы немесе 
мәндер жиынын белгілеумен анықталады. Кейбір жағдайларда, тригонометриялық теңдеудің шешімі 
тек теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндер жиынын табумен ғана шешілетін болса, бұл әдіс бағалау 
әдісі деп аталады. 

Мектеп оқулықтарында ондай есептер іс жүзінде жоқ болғандықтан, мұғалім мұндай 
мысалдарды ең қарапайымынан бастап құрастырған жөн. Мысалы, жауабын негіздей отырып, 
теңдеулерді ауызша шешуді ұсыну. 

1 – мысал. Теңдеуді шешіңіз: 

а) sin2x = √2                                            ә) cos3x = √3
2

3
 

б) cosx⋅tgx = 1                                          в) cos2x = 2 
 
Осы берілген төрт теңдеудің (а), (ә), (в) теңдеулері қарапайым теңдеу болып табылады және 

шешімдері болмайды. Себебі, теңдеудің оң жағындағы сандардың модулі 1 – ден асып тұр, ал y = sinx 
және y = cosx функцияларының мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екені белгілі. (Әбілқасымова, 2019) 

Ал (б) теңдеуінің шешімін тангенс функциясының анықталу облысын қолдану арқылы аламыз, 
яғни     𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1,  бұл жерден 

{𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ≠ 0 

 
Алынған жүйенің шешімі жоқ, демек бұл теңдеудің де шешімі жоқ. 
2 – мысал. Теңдеуді шешіңіз: 

sin7x – sinx = 3 

, a≠0, b≠0 және 
оларға келтірілетін тригонометриялық теңдеулер;

5) бір аргументтің синусы мен косинусына қатысты біртекті 
тригонометриялық теңдеулер;

6) шешу тәсілі жасанды тәсілдерді қолдануға келтірілетін тригонометриялық 
теңдеулер;

7) аралас тригонометриялық теңдеулер.
Оқу және әдістемелік әдебиеттерді талдап қарайтын болсақ, жоғарыда 

айтылған тригонометриялық теңдеулердің 2, 3, 4 және 5 – інші түрлері өте 
жақсы сипатталған, түсіндірілген, әрі есептер саны көп көлемде берілген. 
Ал теңдеулердің бірінші және соңғы екі түріне мектеп оқулықтарында тиісті 
көңіл бөлінбеген, сонымен қатар кейбір оқулықтарда олар мүлдем жоқ 
екенін байқауға болады. Алайда аталған типтегі теңдеулер Ұлттық Бірыңғай 
Тестілеуде кездесіп оқушыларға қиындық тудырып жатады.

Сол себепті, бұл мақалада тригонометриялық теңдеулердің осы үш түрін 
шешу әдістемесіне тоқталып, мысал есептері мен шешу жолдарын көрсетеміз.

Бірінші типтегі, яғни шешу процесінде тригонометриялық функциялардың 
қасиеттері қолданылатын тригонометриялық теңдеулерді шешудің негізі – 
тригонометриялық функциялардың анықталу облысы немесе мәндер жиыны 
сияқты негізгі қасиеттері туралы тұжырымдар болып табылады. Шешім 
теңдеудің сол және оң жақтарын көрсететін өрнектердің анықталу облысы 
немесе мәндер жиынын белгілеумен анықталады. Кейбір жағдайларда, 
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тригонометриялық теңдеудің шешімі тек теңдеудің сол және оң бөліктерінің 
мәндер жиынын табумен ғана шешілетін болса, бұл әдіс бағалау әдісі деп 
аталады.

Мектеп оқулықтарында ондай есептер іс жүзінде жоқ болғандықтан, 
мұғалім мұндай мысалдарды ең қарапайымынан бастап құрастырған жөн. 
Мысалы, жауабын негіздей отырып, теңдеулерді ауызша шешуді ұсыну.

1 – мысал. Теңдеуді шешіңіз:

а) sin2x = √2                                            ә) cos3x = 

"Тригонометриялық теңдеулер" тақырыбы мектептегі математика курсының негізгі әрі күрделі 
тақырыптарының бірі болып табылады. Тригонометрия бөлімінің материалдарының мазмұнының бір 
ерекшелігі – тригонометриялық теңдеулерді шешу оқушылардың тригонометрия бойынша да, негізгі 
мектеп курсы үшін зерттелген алгебралық материал туралы да білімдерін өзара ұштастырып жүйелеу 
және жалпылау үшін ықпал етеді. Ал бұл жерде мұғалімнің мойнындағы басты міндеттерінің бірі – 
қарастырылып отырған тригонометриялық теңдеулерді шешудің бірнеше әдістерін және зерттелетін 
тақырыптың басты идеяларын бөліп көрсету болып табылады (Gimaltdinova, 2018). 

Жалпы білім беретін орта мектептегі оқу – әдістемелік әдебиеттерде тригонометриялық 
теңдеулерді жіктеу бойынша әртүрлі көзқарастар бар екені белгілі. Бұл, ең алдымен, 
тригонометриялық теңдеулердің әр түрлі болуына байланысты. 

Егер тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 
байланысты жіктейтін болсақ, онда келесідей 7 түрге бөле аламыз: 

1) шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері қолданылатын теңдеулер; 
2) бірдей түрлендірулерді орындағаннан кейін қарапайым және оған келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
3) қандай да бір тригонометриялық функцияға қатысты алгебралық теңдеулерге келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
4) asinx + bcosx = c түрінің теңдеулері, мұндағы a,b,с ∈ ℝ, a≠0, b≠0 және оларға келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
5) бір аргументтің синусы мен косинусына қатысты біртекті тригонометриялық теңдеулер; 
6) шешу тәсілі жасанды тәсілдерді қолдануға келтірілетін тригонометриялық теңдеулер; 
7) аралас тригонометриялық теңдеулер. 
Оқу және әдістемелік әдебиеттерді талдап қарайтын болсақ, жоғарыда айтылған 

тригонометриялық теңдеулердің 2, 3, 4 және 5 – інші түрлері өте жақсы сипатталған, түсіндірілген, әрі 
есептер саны көп көлемде берілген. Ал теңдеулердің бірінші және соңғы екі түріне мектеп 
оқулықтарында тиісті көңіл бөлінбеген, сонымен қатар кейбір оқулықтарда олар мүлдем жоқ екенін 
байқауға болады. Алайда аталған типтегі теңдеулер Ұлттық Бірыңғай Тестілеуде кездесіп оқушыларға 
қиындық тудырып жатады. 

Сол себепті, бұл мақалада тригонометриялық теңдеулердің осы үш түрін шешу әдістемесіне 
тоқталып, мысал есептері мен шешу жолдарын көрсетеміз. 

Бірінші типтегі, яғни шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері 
қолданылатын тригонометриялық теңдеулерді шешудің негізі – тригонометриялық функциялардың 
анықталу облысы немесе мәндер жиыны сияқты негізгі қасиеттері туралы тұжырымдар болып 
табылады. Шешім теңдеудің сол және оң жақтарын көрсететін өрнектердің анықталу облысы немесе 
мәндер жиынын белгілеумен анықталады. Кейбір жағдайларда, тригонометриялық теңдеудің шешімі 
тек теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндер жиынын табумен ғана шешілетін болса, бұл әдіс бағалау 
әдісі деп аталады. 

Мектеп оқулықтарында ондай есептер іс жүзінде жоқ болғандықтан, мұғалім мұндай 
мысалдарды ең қарапайымынан бастап құрастырған жөн. Мысалы, жауабын негіздей отырып, 
теңдеулерді ауызша шешуді ұсыну. 

1 – мысал. Теңдеуді шешіңіз: 

а) sin2x = √2                                            ә) cos3x = √3
2

3
 

б) cosx⋅tgx = 1                                          в) cos2x = 2 
 
Осы берілген төрт теңдеудің (а), (ә), (в) теңдеулері қарапайым теңдеу болып табылады және 

шешімдері болмайды. Себебі, теңдеудің оң жағындағы сандардың модулі 1 – ден асып тұр, ал y = sinx 
және y = cosx функцияларының мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екені белгілі. (Әбілқасымова, 2019) 

Ал (б) теңдеуінің шешімін тангенс функциясының анықталу облысын қолдану арқылы аламыз, 
яғни     𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1,  бұл жерден 

{𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ≠ 0 

 
Алынған жүйенің шешімі жоқ, демек бұл теңдеудің де шешімі жоқ. 
2 – мысал. Теңдеуді шешіңіз: 

sin7x – sinx = 3 

б) cosx∙tgx = 1                                          в) cos2x = 2

Осы берілген төрт теңдеудің (а), (ә), (в) теңдеулері қарапайым теңдеу 
болып табылады және шешімдері болмайды. Себебі, теңдеудің оң жағындағы 
сандардың модулі 1 – ден асып тұр, ал y = sinx және y = cosx функцияларының 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екені белгілі. (Әбілқасымова, 2019)

Ал (б) теңдеуінің шешімін тангенс функциясының анықталу облысын 
қолдану арқылы аламыз, яғни     

"Тригонометриялық теңдеулер" тақырыбы мектептегі математика курсының негізгі әрі күрделі 
тақырыптарының бірі болып табылады. Тригонометрия бөлімінің материалдарының мазмұнының бір 
ерекшелігі – тригонометриялық теңдеулерді шешу оқушылардың тригонометрия бойынша да, негізгі 
мектеп курсы үшін зерттелген алгебралық материал туралы да білімдерін өзара ұштастырып жүйелеу 
және жалпылау үшін ықпал етеді. Ал бұл жерде мұғалімнің мойнындағы басты міндеттерінің бірі – 
қарастырылып отырған тригонометриялық теңдеулерді шешудің бірнеше әдістерін және зерттелетін 
тақырыптың басты идеяларын бөліп көрсету болып табылады (Gimaltdinova, 2018). 

Жалпы білім беретін орта мектептегі оқу – әдістемелік әдебиеттерде тригонометриялық 
теңдеулерді жіктеу бойынша әртүрлі көзқарастар бар екені белгілі. Бұл, ең алдымен, 
тригонометриялық теңдеулердің әр түрлі болуына байланысты. 

Егер тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 
байланысты жіктейтін болсақ, онда келесідей 7 түрге бөле аламыз: 

1) шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері қолданылатын теңдеулер; 
2) бірдей түрлендірулерді орындағаннан кейін қарапайым және оған келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
3) қандай да бір тригонометриялық функцияға қатысты алгебралық теңдеулерге келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
4) asinx + bcosx = c түрінің теңдеулері, мұндағы a,b,с ∈ ℝ, a≠0, b≠0 және оларға келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
5) бір аргументтің синусы мен косинусына қатысты біртекті тригонометриялық теңдеулер; 
6) шешу тәсілі жасанды тәсілдерді қолдануға келтірілетін тригонометриялық теңдеулер; 
7) аралас тригонометриялық теңдеулер. 
Оқу және әдістемелік әдебиеттерді талдап қарайтын болсақ, жоғарыда айтылған 

тригонометриялық теңдеулердің 2, 3, 4 және 5 – інші түрлері өте жақсы сипатталған, түсіндірілген, әрі 
есептер саны көп көлемде берілген. Ал теңдеулердің бірінші және соңғы екі түріне мектеп 
оқулықтарында тиісті көңіл бөлінбеген, сонымен қатар кейбір оқулықтарда олар мүлдем жоқ екенін 
байқауға болады. Алайда аталған типтегі теңдеулер Ұлттық Бірыңғай Тестілеуде кездесіп оқушыларға 
қиындық тудырып жатады. 

Сол себепті, бұл мақалада тригонометриялық теңдеулердің осы үш түрін шешу әдістемесіне 
тоқталып, мысал есептері мен шешу жолдарын көрсетеміз. 

Бірінші типтегі, яғни шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері 
қолданылатын тригонометриялық теңдеулерді шешудің негізі – тригонометриялық функциялардың 
анықталу облысы немесе мәндер жиыны сияқты негізгі қасиеттері туралы тұжырымдар болып 
табылады. Шешім теңдеудің сол және оң жақтарын көрсететін өрнектердің анықталу облысы немесе 
мәндер жиынын белгілеумен анықталады. Кейбір жағдайларда, тригонометриялық теңдеудің шешімі 
тек теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндер жиынын табумен ғана шешілетін болса, бұл әдіс бағалау 
әдісі деп аталады. 

Мектеп оқулықтарында ондай есептер іс жүзінде жоқ болғандықтан, мұғалім мұндай 
мысалдарды ең қарапайымынан бастап құрастырған жөн. Мысалы, жауабын негіздей отырып, 
теңдеулерді ауызша шешуді ұсыну. 

1 – мысал. Теңдеуді шешіңіз: 

а) sin2x = √2                                            ә) cos3x = √3
2

3
 

б) cosx⋅tgx = 1                                          в) cos2x = 2 
 
Осы берілген төрт теңдеудің (а), (ә), (в) теңдеулері қарапайым теңдеу болып табылады және 

шешімдері болмайды. Себебі, теңдеудің оң жағындағы сандардың модулі 1 – ден асып тұр, ал y = sinx 
және y = cosx функцияларының мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екені белгілі. (Әбілқасымова, 2019) 

Ал (б) теңдеуінің шешімін тангенс функциясының анықталу облысын қолдану арқылы аламыз, 
яғни     𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1,  бұл жерден 

{𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ≠ 0 

 
Алынған жүйенің шешімі жоқ, демек бұл теңдеудің де шешімі жоқ. 
2 – мысал. Теңдеуді шешіңіз: 

sin7x – sinx = 3 

,  бұл жерден

"Тригонометриялық теңдеулер" тақырыбы мектептегі математика курсының негізгі әрі күрделі 
тақырыптарының бірі болып табылады. Тригонометрия бөлімінің материалдарының мазмұнының бір 
ерекшелігі – тригонометриялық теңдеулерді шешу оқушылардың тригонометрия бойынша да, негізгі 
мектеп курсы үшін зерттелген алгебралық материал туралы да білімдерін өзара ұштастырып жүйелеу 
және жалпылау үшін ықпал етеді. Ал бұл жерде мұғалімнің мойнындағы басты міндеттерінің бірі – 
қарастырылып отырған тригонометриялық теңдеулерді шешудің бірнеше әдістерін және зерттелетін 
тақырыптың басты идеяларын бөліп көрсету болып табылады (Gimaltdinova, 2018). 

Жалпы білім беретін орта мектептегі оқу – әдістемелік әдебиеттерде тригонометриялық 
теңдеулерді жіктеу бойынша әртүрлі көзқарастар бар екені белгілі. Бұл, ең алдымен, 
тригонометриялық теңдеулердің әр түрлі болуына байланысты. 

Егер тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 
байланысты жіктейтін болсақ, онда келесідей 7 түрге бөле аламыз: 

1) шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері қолданылатын теңдеулер; 
2) бірдей түрлендірулерді орындағаннан кейін қарапайым және оған келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
3) қандай да бір тригонометриялық функцияға қатысты алгебралық теңдеулерге келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
4) asinx + bcosx = c түрінің теңдеулері, мұндағы a,b,с ∈ ℝ, a≠0, b≠0 және оларға келтірілетін 

тригонометриялық теңдеулер; 
5) бір аргументтің синусы мен косинусына қатысты біртекті тригонометриялық теңдеулер; 
6) шешу тәсілі жасанды тәсілдерді қолдануға келтірілетін тригонометриялық теңдеулер; 
7) аралас тригонометриялық теңдеулер. 
Оқу және әдістемелік әдебиеттерді талдап қарайтын болсақ, жоғарыда айтылған 

тригонометриялық теңдеулердің 2, 3, 4 және 5 – інші түрлері өте жақсы сипатталған, түсіндірілген, әрі 
есептер саны көп көлемде берілген. Ал теңдеулердің бірінші және соңғы екі түріне мектеп 
оқулықтарында тиісті көңіл бөлінбеген, сонымен қатар кейбір оқулықтарда олар мүлдем жоқ екенін 
байқауға болады. Алайда аталған типтегі теңдеулер Ұлттық Бірыңғай Тестілеуде кездесіп оқушыларға 
қиындық тудырып жатады. 

Сол себепті, бұл мақалада тригонометриялық теңдеулердің осы үш түрін шешу әдістемесіне 
тоқталып, мысал есептері мен шешу жолдарын көрсетеміз. 

Бірінші типтегі, яғни шешу процесінде тригонометриялық функциялардың қасиеттері 
қолданылатын тригонометриялық теңдеулерді шешудің негізі – тригонометриялық функциялардың 
анықталу облысы немесе мәндер жиыны сияқты негізгі қасиеттері туралы тұжырымдар болып 
табылады. Шешім теңдеудің сол және оң жақтарын көрсететін өрнектердің анықталу облысы немесе 
мәндер жиынын белгілеумен анықталады. Кейбір жағдайларда, тригонометриялық теңдеудің шешімі 
тек теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндер жиынын табумен ғана шешілетін болса, бұл әдіс бағалау 
әдісі деп аталады. 

Мектеп оқулықтарында ондай есептер іс жүзінде жоқ болғандықтан, мұғалім мұндай 
мысалдарды ең қарапайымынан бастап құрастырған жөн. Мысалы, жауабын негіздей отырып, 
теңдеулерді ауызша шешуді ұсыну. 

1 – мысал. Теңдеуді шешіңіз: 

а) sin2x = √2                                            ә) cos3x = √3
2

3
 

б) cosx⋅tgx = 1                                          в) cos2x = 2 
 
Осы берілген төрт теңдеудің (а), (ә), (в) теңдеулері қарапайым теңдеу болып табылады және 

шешімдері болмайды. Себебі, теңдеудің оң жағындағы сандардың модулі 1 – ден асып тұр, ал y = sinx 
және y = cosx функцияларының мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екені белгілі. (Әбілқасымова, 2019) 

Ал (б) теңдеуінің шешімін тангенс функциясының анықталу облысын қолдану арқылы аламыз, 
яғни     𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1,  бұл жерден 

{𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ≠ 0 

 
Алынған жүйенің шешімі жоқ, демек бұл теңдеудің де шешімі жоқ. 
2 – мысал. Теңдеуді шешіңіз: 

sin7x – sinx = 3 

Алынған жүйенің шешімі жоқ, демек бұл теңдеудің де шешімі жоқ.
2 – мысал. Теңдеуді шешіңіз:

sin7x – sinx = 3
Егер бұл теңдеуді синустың айырымын көбейтіндіге келтіру формуласын 

қолдану арқылы түрлендіріп шығаруға тырысатын болсақ, оның қисынсыз 
болары сөзсіз. Сол себепті sinx – ті теңдеудің оң жағына көшіреміз, sin7x = 3 + 
sinx  теңдігін аламыз.

Теңдеудің оң және сол жақтарын бағалай отырып, функцияның қасиетіне, 
мәндер жиынына байланысты мынаны аламыз:

- 1≤ sin7x ≤ 1,        - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  2 ≤ 3 + sinx ≤ 4. Теңдеудің екі жағы екі 
түрлі мәндер аралығын қабылдап тұрғандықтан бұл теңдеудің де шешімі жоқ.

Теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндерінің жиындары қиылысатындай 
етіп теңдеуді өзгертуге болады, ол келесі мысалда көрсетіледі:

3 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.
sin7x – sinx = 2

Алдыңғы екінші мысалдағыдай талдау арқылы келесі теңсіздіктерді аламыз:
- 1 ≤ sin 7x ≤ 1,         - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  1≤ sin x + 2 ≤ 3.
Сонда теңдеудің екі бөлігі де 1 – ге тең болғанда берілген теңдеудің шешімі 

болады және оны әрі қарай тендеулер жүйесіне келтіріп ортақ шешімін табамыз 
(Әбілқасымова, 2019):

Егер бұл теңдеуді синустың айырымын көбейтіндіге келтіру формуласын қолдану арқылы 
түрлендіріп шығаруға тырысатын болсақ, оның қисынсыз болары сөзсіз. Сол себепті sinx – ті теңдеудің 
оң жағына көшіреміз, sin7x = 3 + sinx  теңдігін аламыз. 

Теңдеудің оң және сол жақтарын бағалай отырып, функцияның қасиетіне, мәндер жиынына 
байланысты мынаны аламыз: 

- 1≤ sin7x ≤ 1,        - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  2 ≤ 3 + sinx ≤ 4 . Теңдеудің екі жағы екі түрлі мәндер 
аралығын қабылдап тұрғандықтан бұл теңдеудің де шешімі жоқ. 

Теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндерінің жиындары қиылысатындай етіп теңдеуді 
өзгертуге болады, ол келесі мысалда көрсетіледі: 

3 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
sin7x – sinx = 2 

Алдыңғы екінші мысалдағыдай талдау арқылы келесі теңсіздіктерді аламыз: 
- 1 ≤ sin 7x ≤ 1,         - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  1≤ sin x + 2 ≤ 3. 
Сонда теңдеудің екі бөлігі де 1 – ге тең болғанда берілген теңдеудің шешімі болады және оны 

әрі қарай тендеулер жүйесіне келтіріп ортақ шешімін табамыз (Әбілқасымова, 2019): 
 

{ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 7𝑥𝑥 = 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 2 = 1 

 
Бірінші түрге сәйкес кейбір теңдеулерді шешкен кезде, көбінесе бірдей түрлендірулер жасалуы 

керек, содан кейін теңдеудің оң және сол жақтарын бағалау қажет болады. 
4 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

sin3x + sin2x – 2sinx – 3 = 0 
Берілген теңдеуге  әрі қарай түрлендірулер жасайтын болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) − 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 2 − 1 = 0 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) − 2(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 − 2) = 1 
 
Жасалған түрлендірулерден кейін, енді теңдеудің сол жағын тригонометриялық 

функциялардың қасиетін қолданып бағалап көрейік: 
sinx ≥ -1 болғандықтан, sinx +1 ≥ 0 болады және sin2x ≤ 1 болғандықтан, sin2x – 2 ≤ -1 болады. 

Көріп отырғанымыздай, көбейтіндінің біреуі оң, біреуі теріс мәнді қабылдайтын болғандықтан, 
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 − 2) ≤ 0  болады, ал теңдеудің сол жағы 1 – ге тең, яғни 1 > 0 болуы себепті, бұл 
теңдеудің шешімі жоқ. 

5 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
2sinx = 5x2 + 2x + 3 
Әуелі теңдеудің сол жағын бағалап алсақ, - 1 ≤ sinx ≤ 1  немесе  -2 ≤ 2sin x ≤ 2 болады. Ал оң 

жағындағы квадраттық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу үшін дискриминант табатын болсақ, бұл 
теңдеудің шешімі жоқ, яғни функция графигі ОХ өсімен қиылыспайды. Демек, бұл теңдеудің де 
шешімі жоқ. 

6 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
cos10x = 1 + x2 
Дәл алдыңғы теңдеулердегідей түрлендіру мен бағалау жасаймыз: 
cos10x – 1 = x2 , демек  - 1 ≤ cos10x ≤ 1  немесе  - 2 ≤ cos10x – 1 ≤ 0 болады, ал x2 ≥ 0 екені 

белгілі. Теңдеудің сол және оң жақтарын бағалау арқылы бұл теңдеудің тек бір ғана шешімі бар екенін 
көруге болады, ол х = 0. 

7 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

|5 − 6𝑥𝑥| − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋3 𝑥𝑥 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋3 𝑥𝑥 +
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋3 𝑥𝑥

1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋3 𝑥𝑥
= 0 

 
Берілген теңдеуді қайта жазатын болсақ, келесідей теңдікті аламыз: 

Бірінші түрге сәйкес кейбір теңдеулерді шешкен кезде, көбінесе бірдей 
түрлендірулер жасалуы керек, содан кейін теңдеудің оң және сол жақтарын 
бағалау қажет болады.
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4 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.
sin3x + sin2x – 2sinx – 3 = 0

Берілген теңдеуге  әрі қарай түрлендірулер жасайтын болсақ:

Егер бұл теңдеуді синустың айырымын көбейтіндіге келтіру формуласын қолдану арқылы 
түрлендіріп шығаруға тырысатын болсақ, оның қисынсыз болары сөзсіз. Сол себепті sinx – ті теңдеудің 
оң жағына көшіреміз, sin7x = 3 + sinx  теңдігін аламыз. 

Теңдеудің оң және сол жақтарын бағалай отырып, функцияның қасиетіне, мәндер жиынына 
байланысты мынаны аламыз: 

- 1≤ sin7x ≤ 1,        - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  2 ≤ 3 + sinx ≤ 4 . Теңдеудің екі жағы екі түрлі мәндер 
аралығын қабылдап тұрғандықтан бұл теңдеудің де шешімі жоқ. 

Теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндерінің жиындары қиылысатындай етіп теңдеуді 
өзгертуге болады, ол келесі мысалда көрсетіледі: 

3 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
sin7x – sinx = 2 

Алдыңғы екінші мысалдағыдай талдау арқылы келесі теңсіздіктерді аламыз: 
- 1 ≤ sin 7x ≤ 1,         - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  1≤ sin x + 2 ≤ 3. 
Сонда теңдеудің екі бөлігі де 1 – ге тең болғанда берілген теңдеудің шешімі болады және оны 

әрі қарай тендеулер жүйесіне келтіріп ортақ шешімін табамыз (Әбілқасымова, 2019): 
 

{ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 7𝑥𝑥 = 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 2 = 1 

 
Бірінші түрге сәйкес кейбір теңдеулерді шешкен кезде, көбінесе бірдей түрлендірулер жасалуы 

керек, содан кейін теңдеудің оң және сол жақтарын бағалау қажет болады. 
4 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

sin3x + sin2x – 2sinx – 3 = 0 
Берілген теңдеуге  әрі қарай түрлендірулер жасайтын болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) − 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 2 − 1 = 0 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) − 2(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 − 2) = 1 
 
Жасалған түрлендірулерден кейін, енді теңдеудің сол жағын тригонометриялық 

функциялардың қасиетін қолданып бағалап көрейік: 
sinx ≥ -1 болғандықтан, sinx +1 ≥ 0 болады және sin2x ≤ 1 болғандықтан, sin2x – 2 ≤ -1 болады. 

Көріп отырғанымыздай, көбейтіндінің біреуі оң, біреуі теріс мәнді қабылдайтын болғандықтан, 
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 − 2) ≤ 0  болады, ал теңдеудің сол жағы 1 – ге тең, яғни 1 > 0 болуы себепті, бұл 
теңдеудің шешімі жоқ. 

5 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
2sinx = 5x2 + 2x + 3 
Әуелі теңдеудің сол жағын бағалап алсақ, - 1 ≤ sinx ≤ 1  немесе  -2 ≤ 2sin x ≤ 2 болады. Ал оң 

жағындағы квадраттық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу үшін дискриминант табатын болсақ, бұл 
теңдеудің шешімі жоқ, яғни функция графигі ОХ өсімен қиылыспайды. Демек, бұл теңдеудің де 
шешімі жоқ. 

6 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
cos10x = 1 + x2 
Дәл алдыңғы теңдеулердегідей түрлендіру мен бағалау жасаймыз: 
cos10x – 1 = x2 , демек  - 1 ≤ cos10x ≤ 1  немесе  - 2 ≤ cos10x – 1 ≤ 0 болады, ал x2 ≥ 0 екені 

белгілі. Теңдеудің сол және оң жақтарын бағалау арқылы бұл теңдеудің тек бір ғана шешімі бар екенін 
көруге болады, ол х = 0. 

7 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

|5 − 6𝑥𝑥| − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋3 𝑥𝑥 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋3 𝑥𝑥 +
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋3 𝑥𝑥

1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋3 𝑥𝑥
= 0 

 
Берілген теңдеуді қайта жазатын болсақ, келесідей теңдікті аламыз: 

Жасалған түрлендірулерден кейін, енді теңдеудің сол жағын 
тригонометриялық функциялардың қасиетін қолданып бағалап көрейік:

sinx >-1 болғандықтан, sinx +1  >0 болады және sin2x ≤ 1 болғандықтан, 
sin2x – 2 ≤ -1 болады. Көріп отырғанымыздай, көбейтіндінің біреуі оң, біреуі 
теріс мәнді қабылдайтын болғандықтан, 

Егер бұл теңдеуді синустың айырымын көбейтіндіге келтіру формуласын қолдану арқылы 
түрлендіріп шығаруға тырысатын болсақ, оның қисынсыз болары сөзсіз. Сол себепті sinx – ті теңдеудің 
оң жағына көшіреміз, sin7x = 3 + sinx  теңдігін аламыз. 

Теңдеудің оң және сол жақтарын бағалай отырып, функцияның қасиетіне, мәндер жиынына 
байланысты мынаны аламыз: 

- 1≤ sin7x ≤ 1,        - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  2 ≤ 3 + sinx ≤ 4 . Теңдеудің екі жағы екі түрлі мәндер 
аралығын қабылдап тұрғандықтан бұл теңдеудің де шешімі жоқ. 

Теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндерінің жиындары қиылысатындай етіп теңдеуді 
өзгертуге болады, ол келесі мысалда көрсетіледі: 

3 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
sin7x – sinx = 2 

Алдыңғы екінші мысалдағыдай талдау арқылы келесі теңсіздіктерді аламыз: 
- 1 ≤ sin 7x ≤ 1,         - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  1≤ sin x + 2 ≤ 3. 
Сонда теңдеудің екі бөлігі де 1 – ге тең болғанда берілген теңдеудің шешімі болады және оны 

әрі қарай тендеулер жүйесіне келтіріп ортақ шешімін табамыз (Әбілқасымова, 2019): 
 

{ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 7𝑥𝑥 = 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 2 = 1 

 
Бірінші түрге сәйкес кейбір теңдеулерді шешкен кезде, көбінесе бірдей түрлендірулер жасалуы 

керек, содан кейін теңдеудің оң және сол жақтарын бағалау қажет болады. 
4 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

sin3x + sin2x – 2sinx – 3 = 0 
Берілген теңдеуге  әрі қарай түрлендірулер жасайтын болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) − 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 2 − 1 = 0 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) − 2(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 − 2) = 1 
 
Жасалған түрлендірулерден кейін, енді теңдеудің сол жағын тригонометриялық 

функциялардың қасиетін қолданып бағалап көрейік: 
sinx ≥ -1 болғандықтан, sinx +1 ≥ 0 болады және sin2x ≤ 1 болғандықтан, sin2x – 2 ≤ -1 болады. 

Көріп отырғанымыздай, көбейтіндінің біреуі оң, біреуі теріс мәнді қабылдайтын болғандықтан, 
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 − 2) ≤ 0  болады, ал теңдеудің сол жағы 1 – ге тең, яғни 1 > 0 болуы себепті, бұл 
теңдеудің шешімі жоқ. 

5 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
2sinx = 5x2 + 2x + 3 
Әуелі теңдеудің сол жағын бағалап алсақ, - 1 ≤ sinx ≤ 1  немесе  -2 ≤ 2sin x ≤ 2 болады. Ал оң 

жағындағы квадраттық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу үшін дискриминант табатын болсақ, бұл 
теңдеудің шешімі жоқ, яғни функция графигі ОХ өсімен қиылыспайды. Демек, бұл теңдеудің де 
шешімі жоқ. 

6 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
cos10x = 1 + x2 
Дәл алдыңғы теңдеулердегідей түрлендіру мен бағалау жасаймыз: 
cos10x – 1 = x2 , демек  - 1 ≤ cos10x ≤ 1  немесе  - 2 ≤ cos10x – 1 ≤ 0 болады, ал x2 ≥ 0 екені 

белгілі. Теңдеудің сол және оң жақтарын бағалау арқылы бұл теңдеудің тек бір ғана шешімі бар екенін 
көруге болады, ол х = 0. 

7 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

|5 − 6𝑥𝑥| − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋3 𝑥𝑥 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋3 𝑥𝑥 +
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋3 𝑥𝑥

1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋3 𝑥𝑥
= 0 

 
Берілген теңдеуді қайта жазатын болсақ, келесідей теңдікті аламыз: 

  болады, ал 
теңдеудің сол жағы 1 – ге тең, яғни 1 > 0 болуы себепті, бұл теңдеудің шешімі 
жоқ.

5 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.
2sinx = 5x2 + 2x + 3

Әуелі теңдеудің сол жағын бағалап алсақ, - 1 ≤ sinx ≤ 1  немесе  -2 ≤ 2sin 
x ≤ 2 болады. Ал оң жағындағы квадраттық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу 
үшін дискриминант табатын болсақ, бұл теңдеудің шешімі жоқ, яғни функция 
графигі ОХ өсімен қиылыспайды. Демек, бұл теңдеудің де шешімі жоқ.

6 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.
cos10x = 1 + x2

Дәл алдыңғы теңдеулердегідей түрлендіру мен бағалау жасаймыз:
cos10x – 1 = x2 , демек  - 1 ≤ cos10x ≤ 1  немесе  - 2 ≤ cos10x – 1 ≤ 0 болады, 

ал x2 > 0 екені белгілі. Теңдеудің сол және оң жақтарын бағалау арқылы бұл 
теңдеудің тек бір ғана шешімі бар екенін көруге болады, ол х = 0.

7 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.

Егер бұл теңдеуді синустың айырымын көбейтіндіге келтіру формуласын қолдану арқылы 
түрлендіріп шығаруға тырысатын болсақ, оның қисынсыз болары сөзсіз. Сол себепті sinx – ті теңдеудің 
оң жағына көшіреміз, sin7x = 3 + sinx  теңдігін аламыз. 

Теңдеудің оң және сол жақтарын бағалай отырып, функцияның қасиетіне, мәндер жиынына 
байланысты мынаны аламыз: 

- 1≤ sin7x ≤ 1,        - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  2 ≤ 3 + sinx ≤ 4 . Теңдеудің екі жағы екі түрлі мәндер 
аралығын қабылдап тұрғандықтан бұл теңдеудің де шешімі жоқ. 

Теңдеудің сол және оң бөліктерінің мәндерінің жиындары қиылысатындай етіп теңдеуді 
өзгертуге болады, ол келесі мысалда көрсетіледі: 

3 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
sin7x – sinx = 2 

Алдыңғы екінші мысалдағыдай талдау арқылы келесі теңсіздіктерді аламыз: 
- 1 ≤ sin 7x ≤ 1,         - 1≤ sinx ≤ 1  немесе  1≤ sin x + 2 ≤ 3. 
Сонда теңдеудің екі бөлігі де 1 – ге тең болғанда берілген теңдеудің шешімі болады және оны 

әрі қарай тендеулер жүйесіне келтіріп ортақ шешімін табамыз (Әбілқасымова, 2019): 
 

{ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 7𝑥𝑥 = 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 2 = 1 

 
Бірінші түрге сәйкес кейбір теңдеулерді шешкен кезде, көбінесе бірдей түрлендірулер жасалуы 

керек, содан кейін теңдеудің оң және сол жақтарын бағалау қажет болады. 
4 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

sin3x + sin2x – 2sinx – 3 = 0 
Берілген теңдеуге  әрі қарай түрлендірулер жасайтын болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) − 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 2 − 1 = 0 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) − 2(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 − 2) = 1 
 
Жасалған түрлендірулерден кейін, енді теңдеудің сол жағын тригонометриялық 

функциялардың қасиетін қолданып бағалап көрейік: 
sinx ≥ -1 болғандықтан, sinx +1 ≥ 0 болады және sin2x ≤ 1 болғандықтан, sin2x – 2 ≤ -1 болады. 

Көріп отырғанымыздай, көбейтіндінің біреуі оң, біреуі теріс мәнді қабылдайтын болғандықтан, 
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 1)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 − 2) ≤ 0  болады, ал теңдеудің сол жағы 1 – ге тең, яғни 1 > 0 болуы себепті, бұл 
теңдеудің шешімі жоқ. 

5 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
2sinx = 5x2 + 2x + 3 
Әуелі теңдеудің сол жағын бағалап алсақ, - 1 ≤ sinx ≤ 1  немесе  -2 ≤ 2sin x ≤ 2 болады. Ал оң 

жағындағы квадраттық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу үшін дискриминант табатын болсақ, бұл 
теңдеудің шешімі жоқ, яғни функция графигі ОХ өсімен қиылыспайды. Демек, бұл теңдеудің де 
шешімі жоқ. 

6 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
cos10x = 1 + x2 
Дәл алдыңғы теңдеулердегідей түрлендіру мен бағалау жасаймыз: 
cos10x – 1 = x2 , демек  - 1 ≤ cos10x ≤ 1  немесе  - 2 ≤ cos10x – 1 ≤ 0 болады, ал x2 ≥ 0 екені 

белгілі. Теңдеудің сол және оң жақтарын бағалау арқылы бұл теңдеудің тек бір ғана шешімі бар екенін 
көруге болады, ол х = 0. 

7 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

|5 − 6𝑥𝑥| − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋3 𝑥𝑥 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋3 𝑥𝑥 +
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋3 𝑥𝑥

1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋3 𝑥𝑥
= 0 

 
Берілген теңдеуді қайта жазатын болсақ, келесідей теңдікті аламыз: Берілген теңдеуді қайта жазатын болсақ, келесідей теңдікті аламыз:

|5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
3 𝑥𝑥 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 −
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
  . 

Осы теңдіктің екі жағын екі бөлек функция етіп алып, графигін сызатын болсақ, екі бірдей 
қиылысу нүктесін көреміз (Сурет – 1). (график desmos.com қосымшасы арқылы сызылды) 

Бірінші қиылысу нүктесі (0,5; 2) және екінші қиылысу нүктесі (1,5; 4), яғни абциссасы х = 0,5 
және х = 1,5 болғандағы нүктелерде қиып өтеді. Алайда, теңдеудің оң жағындағы күрделі функцияның 
графигін қосымшасыз сызу оқушыларға қиындық тудыруы мүмкін. 

 

 
 

Сурет – 1  
 

Сол себепті, теңдеудің оң жағына жаңа айнымалы енгізіп, түрлендірулер жасап көрейік: 
𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 

4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑡𝑡 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 . 

 
Осыдан бастапқы теңдеуіміз мына түрге келеді, |5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 . Суретте (Сурет - 1) көріп 
тұрғанымыздай, теңдеудің екі шешімі болады. 

8 – мысал. Берілген теңдеудің шешімі бар ма? 

(1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥)

8
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                      (∗) 

 
Жаңа айнымалы еңгізіп, түрлендірулер жасап көрсек (Кара-Сал, 2016, 12): 

𝑡𝑡 = 1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                              (1) 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑡𝑡 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 8 − 8𝑡𝑡                                                                             (2) 

 
Тригонометрияның негізгі теңдігі бойынша 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 екені белгілі және бұдан 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                         (3) 
 
теңдігін аламыз. Енді осы (3) теңдікті (2) теңдік арқылы өрнектейтін болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − (8 − 8𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡 − 7 . 
 
Осыдан, алғашқы (*) берілген теңдеуімізді  t8 = 8t – 7  түрінде жаза аламыз, бұдан                           

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = 0 шығады. Әрі қарай, орта мектептің 10 – сыныбында өтілетін Безу теоремасын 
қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни 

Осы теңдіктің екі жағын екі бөлек функция етіп алып, графигін сызатын 
болсақ, екі бірдей қиылысу нүктесін көреміз (Сурет – 1). (график desmos.com 
қосымшасы арқылы сызылды)

Бірінші қиылысу нүктесі (0,5; 2) және екінші қиылысу нүктесі (1,5; 4), яғни 
абциссасы х = 0,5 және х = 1,5 болғандағы нүктелерде қиып өтеді. Алайда, 
теңдеудің оң жағындағы күрделі функцияның графигін қосымшасыз сызу 
оқушыларға қиындық тудыруы мүмкін.
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|5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
3 𝑥𝑥 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 −
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
  . 

Осы теңдіктің екі жағын екі бөлек функция етіп алып, графигін сызатын болсақ, екі бірдей 
қиылысу нүктесін көреміз (Сурет – 1). (график desmos.com қосымшасы арқылы сызылды) 

Бірінші қиылысу нүктесі (0,5; 2) және екінші қиылысу нүктесі (1,5; 4), яғни абциссасы х = 0,5 
және х = 1,5 болғандағы нүктелерде қиып өтеді. Алайда, теңдеудің оң жағындағы күрделі функцияның 
графигін қосымшасыз сызу оқушыларға қиындық тудыруы мүмкін. 

 

 
 

Сурет – 1  
 

Сол себепті, теңдеудің оң жағына жаңа айнымалы енгізіп, түрлендірулер жасап көрейік: 
𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 

4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑡𝑡 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 . 

 
Осыдан бастапқы теңдеуіміз мына түрге келеді, |5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 . Суретте (Сурет - 1) көріп 
тұрғанымыздай, теңдеудің екі шешімі болады. 

8 – мысал. Берілген теңдеудің шешімі бар ма? 

(1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥)

8
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                      (∗) 

 
Жаңа айнымалы еңгізіп, түрлендірулер жасап көрсек (Кара-Сал, 2016, 12): 

𝑡𝑡 = 1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                              (1) 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑡𝑡 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 8 − 8𝑡𝑡                                                                             (2) 

 
Тригонометрияның негізгі теңдігі бойынша 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 екені белгілі және бұдан 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                         (3) 
 
теңдігін аламыз. Енді осы (3) теңдікті (2) теңдік арқылы өрнектейтін болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − (8 − 8𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡 − 7 . 
 
Осыдан, алғашқы (*) берілген теңдеуімізді  t8 = 8t – 7  түрінде жаза аламыз, бұдан                           

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = 0 шығады. Әрі қарай, орта мектептің 10 – сыныбында өтілетін Безу теоремасын 
қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни 

Сурет – 1 

Сол себепті, теңдеудің оң жағына жаңа айнымалы енгізіп, түрлендірулер 
жасап көрейік:

|5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
3 𝑥𝑥 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 −
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
  . 

Осы теңдіктің екі жағын екі бөлек функция етіп алып, графигін сызатын болсақ, екі бірдей 
қиылысу нүктесін көреміз (Сурет – 1). (график desmos.com қосымшасы арқылы сызылды) 

Бірінші қиылысу нүктесі (0,5; 2) және екінші қиылысу нүктесі (1,5; 4), яғни абциссасы х = 0,5 
және х = 1,5 болғандағы нүктелерде қиып өтеді. Алайда, теңдеудің оң жағындағы күрделі функцияның 
графигін қосымшасыз сызу оқушыларға қиындық тудыруы мүмкін. 

 

 
 

Сурет – 1  
 

Сол себепті, теңдеудің оң жағына жаңа айнымалы енгізіп, түрлендірулер жасап көрейік: 
𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 

4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑡𝑡 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 . 

 
Осыдан бастапқы теңдеуіміз мына түрге келеді, |5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 . Суретте (Сурет - 1) көріп 
тұрғанымыздай, теңдеудің екі шешімі болады. 

8 – мысал. Берілген теңдеудің шешімі бар ма? 

(1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥)

8
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                      (∗) 

 
Жаңа айнымалы еңгізіп, түрлендірулер жасап көрсек (Кара-Сал, 2016, 12): 

𝑡𝑡 = 1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                              (1) 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑡𝑡 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 8 − 8𝑡𝑡                                                                             (2) 

 
Тригонометрияның негізгі теңдігі бойынша 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 екені белгілі және бұдан 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                         (3) 
 
теңдігін аламыз. Енді осы (3) теңдікті (2) теңдік арқылы өрнектейтін болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − (8 − 8𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡 − 7 . 
 
Осыдан, алғашқы (*) берілген теңдеуімізді  t8 = 8t – 7  түрінде жаза аламыз, бұдан                           

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = 0 шығады. Әрі қарай, орта мектептің 10 – сыныбында өтілетін Безу теоремасын 
қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни 

Осыдан бастапқы теңдеуіміз мына түрге келеді, 

|5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
3 𝑥𝑥 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 −
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
  . 

Осы теңдіктің екі жағын екі бөлек функция етіп алып, графигін сызатын болсақ, екі бірдей 
қиылысу нүктесін көреміз (Сурет – 1). (график desmos.com қосымшасы арқылы сызылды) 

Бірінші қиылысу нүктесі (0,5; 2) және екінші қиылысу нүктесі (1,5; 4), яғни абциссасы х = 0,5 
және х = 1,5 болғандағы нүктелерде қиып өтеді. Алайда, теңдеудің оң жағындағы күрделі функцияның 
графигін қосымшасыз сызу оқушыларға қиындық тудыруы мүмкін. 

 

 
 

Сурет – 1  
 

Сол себепті, теңдеудің оң жағына жаңа айнымалы енгізіп, түрлендірулер жасап көрейік: 
𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 

4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑡𝑡 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 . 

 
Осыдан бастапқы теңдеуіміз мына түрге келеді, |5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 . Суретте (Сурет - 1) көріп 
тұрғанымыздай, теңдеудің екі шешімі болады. 

8 – мысал. Берілген теңдеудің шешімі бар ма? 

(1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥)

8
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                      (∗) 

 
Жаңа айнымалы еңгізіп, түрлендірулер жасап көрсек (Кара-Сал, 2016, 12): 

𝑡𝑡 = 1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                              (1) 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑡𝑡 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 8 − 8𝑡𝑡                                                                             (2) 

 
Тригонометрияның негізгі теңдігі бойынша 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 екені белгілі және бұдан 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                         (3) 
 
теңдігін аламыз. Енді осы (3) теңдікті (2) теңдік арқылы өрнектейтін болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − (8 − 8𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡 − 7 . 
 
Осыдан, алғашқы (*) берілген теңдеуімізді  t8 = 8t – 7  түрінде жаза аламыз, бұдан                           

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = 0 шығады. Әрі қарай, орта мектептің 10 – сыныбында өтілетін Безу теоремасын 
қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни 

. Суретте 
(Сурет - 1) көріп тұрғанымыздай, теңдеудің екі шешімі болады.

8 – мысал. Берілген теңдеудің шешімі бар ма?

|5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
3 𝑥𝑥 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 −
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
  . 

Осы теңдіктің екі жағын екі бөлек функция етіп алып, графигін сызатын болсақ, екі бірдей 
қиылысу нүктесін көреміз (Сурет – 1). (график desmos.com қосымшасы арқылы сызылды) 

Бірінші қиылысу нүктесі (0,5; 2) және екінші қиылысу нүктесі (1,5; 4), яғни абциссасы х = 0,5 
және х = 1,5 болғандағы нүктелерде қиып өтеді. Алайда, теңдеудің оң жағындағы күрделі функцияның 
графигін қосымшасыз сызу оқушыларға қиындық тудыруы мүмкін. 

 

 
 

Сурет – 1  
 

Сол себепті, теңдеудің оң жағына жаңа айнымалы енгізіп, түрлендірулер жасап көрейік: 
𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 

4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑡𝑡 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 . 

 
Осыдан бастапқы теңдеуіміз мына түрге келеді, |5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 . Суретте (Сурет - 1) көріп 
тұрғанымыздай, теңдеудің екі шешімі болады. 

8 – мысал. Берілген теңдеудің шешімі бар ма? 

(1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥)

8
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                      (∗) 

 
Жаңа айнымалы еңгізіп, түрлендірулер жасап көрсек (Кара-Сал, 2016, 12): 

𝑡𝑡 = 1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                              (1) 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑡𝑡 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 8 − 8𝑡𝑡                                                                             (2) 

 
Тригонометрияның негізгі теңдігі бойынша 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 екені белгілі және бұдан 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                         (3) 
 
теңдігін аламыз. Енді осы (3) теңдікті (2) теңдік арқылы өрнектейтін болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − (8 − 8𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡 − 7 . 
 
Осыдан, алғашқы (*) берілген теңдеуімізді  t8 = 8t – 7  түрінде жаза аламыз, бұдан                           

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = 0 шығады. Әрі қарай, орта мектептің 10 – сыныбында өтілетін Безу теоремасын 
қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни 

Жаңа айнымалы еңгізіп, түрлендірулер жасап көрсек (Кара-Сал, 2016, 12):

|5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
3 𝑥𝑥 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 −
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
  . 

Осы теңдіктің екі жағын екі бөлек функция етіп алып, графигін сызатын болсақ, екі бірдей 
қиылысу нүктесін көреміз (Сурет – 1). (график desmos.com қосымшасы арқылы сызылды) 

Бірінші қиылысу нүктесі (0,5; 2) және екінші қиылысу нүктесі (1,5; 4), яғни абциссасы х = 0,5 
және х = 1,5 болғандағы нүктелерде қиып өтеді. Алайда, теңдеудің оң жағындағы күрделі функцияның 
графигін қосымшасыз сызу оқушыларға қиындық тудыруы мүмкін. 

 

 
 

Сурет – 1  
 

Сол себепті, теңдеудің оң жағына жаңа айнымалы енгізіп, түрлендірулер жасап көрейік: 
𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 

4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑡𝑡 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 . 

 
Осыдан бастапқы теңдеуіміз мына түрге келеді, |5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 . Суретте (Сурет - 1) көріп 
тұрғанымыздай, теңдеудің екі шешімі болады. 

8 – мысал. Берілген теңдеудің шешімі бар ма? 

(1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥)

8
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                      (∗) 

 
Жаңа айнымалы еңгізіп, түрлендірулер жасап көрсек (Кара-Сал, 2016, 12): 

𝑡𝑡 = 1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                              (1) 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑡𝑡 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 8 − 8𝑡𝑡                                                                             (2) 

 
Тригонометрияның негізгі теңдігі бойынша 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 екені белгілі және бұдан 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                         (3) 
 
теңдігін аламыз. Енді осы (3) теңдікті (2) теңдік арқылы өрнектейтін болсақ: 
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − (8 − 8𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡 − 7 . 
 
Осыдан, алғашқы (*) берілген теңдеуімізді  t8 = 8t – 7  түрінде жаза аламыз, бұдан                           

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = 0 шығады. Әрі қарай, орта мектептің 10 – сыныбында өтілетін Безу теоремасын 
қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни 

Тригонометрияның негізгі теңдігі бойынша 

|5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
3 𝑥𝑥 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 −
8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥
  . 

Осы теңдіктің екі жағын екі бөлек функция етіп алып, графигін сызатын болсақ, екі бірдей 
қиылысу нүктесін көреміз (Сурет – 1). (график desmos.com қосымшасы арқылы сызылды) 

Бірінші қиылысу нүктесі (0,5; 2) және екінші қиылысу нүктесі (1,5; 4), яғни абциссасы х = 0,5 
және х = 1,5 болғандағы нүктелерде қиып өтеді. Алайда, теңдеудің оң жағындағы күрделі функцияның 
графигін қосымшасыз сызу оқушыларға қиындық тудыруы мүмкін. 

 

 
 

Сурет – 1  
 

Сол себепті, теңдеудің оң жағына жаңа айнымалы енгізіп, түрлендірулер жасап көрейік: 
𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 

4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑡𝑡 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 8 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 + 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 − 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑡𝑡 = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 . 

 
Осыдан бастапқы теңдеуіміз мына түрге келеді, |5 − 6𝑥𝑥| = 4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

3 𝑥𝑥 . Суретте (Сурет - 1) көріп 
тұрғанымыздай, теңдеудің екі шешімі болады. 

8 – мысал. Берілген теңдеудің шешімі бар ма? 

(1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥)

8
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥                                                                      (∗) 

 
Жаңа айнымалы еңгізіп, түрлендірулер жасап көрсек (Кара-Сал, 2016, 12): 
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𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 = 1 − (8 − 8𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡 − 7 . 
 
Осыдан, алғашқы (*) берілген теңдеуімізді  t8 = 8t – 7  түрінде жаза аламыз, бұдан                           

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = 0 шығады. Әрі қарай, орта мектептің 10 – сыныбында өтілетін Безу теоремасын 
қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни 

 екені белгілі және 
бұдан
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қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни 

 шығады. Әрі қарай, орта мектептің 10 – сыныбында өтілетін 
Безу теоремасын қолданып теңдеуді көбейткіштерге жіктеп аламыз, яғни

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
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Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
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2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
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𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. 
Алынған теңдеудің мәнін (1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін 
есептейтін болсақ:

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

   болады, 
мұндағы 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

 .

Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді 
қолдану ыңғайлы болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік:

9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

  
болғанда ғана мәні болады, мұндағы 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

 және 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

  бір – біріне 
өзара кері функциялар, сол себепті 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

  болады. Ал теңдеудің оң 
жағы 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

  аралығында анықталады. Демек, бұл теңдеудің 
шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса:

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек, 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

 
, бұдан  

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

 болады. Демек, 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

. Ал екінші теңдеудің шешімі  

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

 болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

  екендігін көреміз. 
(Гончарова, 2021, 10) 

Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу 
өте көп түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар 
қарастырайық:

10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 

Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп 
аламыз.

𝑡𝑡8 − 8𝑡𝑡 + 7 = (𝑡𝑡 − 1)(𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 − 7) = 0  болады (Binmore, 2012). Осы 
жерден теңдеудің шешімін табатын болсақ, бірінші жақшадағы өрнек   

𝑡𝑡 − 1 = 0   
және екінші жақшадағы өрнек 

𝑡𝑡7 + 𝑡𝑡6 + 𝑡𝑡5 + 𝑡𝑡4 + 𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡 = 7  
болады. Демек, бұл теңдеудің тек бір ғана t = 1 деген шешімі болады. Алынған теңдеудің мәнін 

(1) теңдікке апарып қойып, берілген теңдеудің мәнін есептейтін болсақ: 
 

1 − 1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 1 

 
1
8 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 0 

 
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Есептің жауабы, яғни берілген теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋   болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ . 
 
Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде белгілі теңсіздіктерді қолдану ыңғайлы 

болып табылады. Осыған бірнеше мысалдар келтіріп көрейік: 
9 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

 
Байқап тұрғанымыздай, бұл теңдеудің сол жағының 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋  болғанда ғана мәні 
болады, мұндағы  𝜋𝜋 ∈ ℤ , 𝜋𝜋 ∈ ℤ .  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  бір – біріне өзара кері функциялар, сол себепті 
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≥ 2  болады. Ал теңдеудің оң жағы  0 ≤ 1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4) ≤ 2  аралығында анықталады. 
Демек, бұл теңдеудің шешімін табуға болады, егер теңдеудің екі жағы да 2 – ге тең болатын болса: 

 

{
𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 2 

 
Бұл жүйені есептеу барысында, бірінші теңдеуді түрлендірсек,  (𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 1)2 = 0 , бұдан  

𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 1 болады. Демек, 𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ . Ал екінші теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  
болады. Осыдан жүйенің ортақ шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  екендігін көреміз. (Гончарова, 2021, 10)  
 
Кейде  тригонометрияның формулалары арқылы берілетін теңдеуді шешу өте көп 

түрлендірулерге әкелетінін ескеру қажет, енді осыған мысалдар қарастырайық: 
10 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 3

2 

 
Берілген теңдеуді қайта жазып, екі жағын бөлек функция етіп белгілеп аламыз. 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  ,     𝑡𝑡(𝑥𝑥) = 3

2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 . 
 
Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ: 
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Функциялардың мәндер жиынын теңсіздік арқылы көрсететін болсақ:
Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 тең болады, яғни мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. 
Демек, дәл осылай талдау арқылы 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 функциясының мәндер жиынын 

анықтаймыз. 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 бұдан, 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  болады. Ал екінші функция  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  немесе  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

   аралығында екенін білеміз. 
Осыдан келесідей жүйені аламыз:

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

Көріп тұрғанымыздай екі функция да   

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 –ге тең болғанда анықталады, 
яғни оң жақтағы g(x) теңдеуіміз 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

,    бұдан, cos2x = - l, демек 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

Ал бірінші  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  теңдеуінің шешімі  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  
болады. 

Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің 
шешімі жоқ деген сөз. 

11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын 
көбейтіндіге келтіру формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде 
теңдеуіміз төмендегідей өзгереді:

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 және 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 болады. Сол себепті, берілген 
теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі:

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

.
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1.
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің 

алтыншы түріне, яғни теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне 
тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  
және  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады.
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Егер  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

    болса, онда  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  болады, 

осы секілді 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  болса, онда 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  болады. 
Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол 

жағында 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 және 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

 өрнектері болатын болса, онда 
теңдеуді  

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

  теңдігін енгізу арқылы шығару керек (Adams, 
2010).

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей 
болады:

Теңдеудің сол жағындағы өрнекке екіні көбейтейік, онда ол өрнек 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 тең болады, яғни 
мәндер жиыны [-1; 1] аралығында екенін білеміз. Демек, дәл осылай талдау арқылы 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
функциясының мәндер жиынын анықтаймыз. | 2 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤ 1  бұдан,  | 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥| ≤
1
2  болады. Ал екінші 

функция  −1 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 ≤ 1  немесе  12 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +
3
2 ≤

5
2   аралығында екенін білеміз. Осыдан келесідей 

жүйені аламыз: 

{
 

 −
1
2 ≤

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥
1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 ≤

1
2

1
2 ≤  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 +

3
2 ≤

5
2

  . 

 
Көріп тұрғанымыздай екі функция да   12 –ге тең болғанда анықталады, яғни оң жақтағы g(x) 

теңдеуіміз      32 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑥𝑥 =
1
2 ,    бұдан, cos2x = - l , демек 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ .  
Ал бірінші  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

1+𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = −
1
2  теңдеуінің шешімі  𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠,   𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады.  
Алайда, бұл екі жауап бір – біріне тең емес, сол себепті берілген теңдеудің шешімі жоқ деген 

сөз.  
11 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
5𝜋𝜋
2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 

 
Теңдеудің сол жағын тригонометриялық функциялардың қосындысын көбейтіндіге келтіру 

формуласын пайдаланып түрлендіреміз. Сол кезде теңдеуіміз төмендегідей өзгереді: 

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥  . 

 
Теңдеудің оң және сол жағының мәндер жиынын анықтайтын болсақ, |2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥| ≤ 2 

және |𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥| ≥ 2  болады. Сол себепті, берілген теңдіктің шешімі келесі жүйенің шешіміне келтіріледі: 

{
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋2 𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥 = 2

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2

  . 

 
Бұл жүйенің жалғыз шешімі ғана болады, яғни ол  x = 1. 
Мақаламыздың басында айтылған тригонометриялық теңдеулердің алтыншы түріне, яғни 

теңдеулерді шешудің жасанды әдістерінің кейбіріне тоқталып өтейік. Ондай жасанды әдістердің бірі –  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  өрнектерінің арасындағы өзара байланысты пайдалануға 
негізделген тригонометриялық теңдеулерді шешу болып табылады. 

Егер  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡    болса, онда   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1
 2    болады,  

осы секілді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  болса, онда  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1−𝑡𝑡2
 2   болады.  

Сол себепті, егер берілген тригонометриялық теңдеулердің оң немесе сол жағында 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ±
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнектері болатын болса, онда теңдеуді   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ± 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡  теңдігін енгізу 
арқылы шығару керек (Adams, 2010). 

12 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3 𝑥𝑥 = 1 

 
Теңдеудің сол жағын көбейткіштерге жіктейтін болсақ, теңдеуіміз келесідей болады: 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1 
 

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) (1 + 12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 1 . 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

 өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1

2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 
Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 

 
t3 – 2t – t + 2 = 0 

(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  болады. Бұдан 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

 шығады. Шыққан 
кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз.

t3 – 2t – t + 2 = 0
(t3 – t) – (2t – 2) = 0
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0
Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

 және  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

 болады.

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал 
бірінші теңдеудің шешімі:

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

болады.
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

Бұл теңдеудің 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

 шарты орындалғанда шешімі болады. 
Теңдеудің сол жағында 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

 қосындысын түрлендіретін болсақ:
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𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

Олай болса, берілген теңдеуімізді  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

түрінде жаза аламыз.

Әрі қарай,  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  және 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  теңдіктерін 
орындарына қояйық:

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

Бұл жерден 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің 

үш шешімі бар, яғни t1 = 0, t2 = 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  және  t3 = 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

. Алайда, бұл мәндерді 
енгізілген  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

   өрнегіне апарып қоятын болсақ, берілген 
теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз.

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  болады, 
сол себепті осы шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады. 

Теңдеуде  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  және 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  квадраттардың қосындысы 
бар екенін көруге болады, демек әрі қарай 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 

t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

  теңдігін пайдаланып, 
теңдеуді толық квадрат теңдеуге айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз 
келесідей түрге өзгереді:

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  өрнегін берілген теңдеуге енгіземіз, яғни  𝑡𝑡 (1 + 1
2 (1 − 𝑡𝑡2)) = 1  болады. 

Бұдан 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡 + 2 = 0 шығады. Шыққан кубтық теңдеуді көбейткіштерге жіктеу арқылы есептейміз. 
 

t3 – 2t – t + 2 = 0 
(t3 – t) – (2t – 2) = 0 
t(t2 – 1) – 2(t – 1) = 0 
(t – 1)(t2 + t – 2) = 0 

Осыдан теңдеудің шешімі  t = - 2  және  t = 1  болады. Шыққан мәндерді 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  
орнына қойып х – тің мәндерін есептейтін болсақ,   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = −2 болады. 

|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ √2  болғандықтан екінші теңдеудің шешімі болмайды, ал бірінші теңдеудің 
шешімі: 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ ; 
 

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 2𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ    

болады. 
13 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) + 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 0 
 
Бұл теңдеудің 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 , 𝜋𝜋 ∈ ℤ   шарты орындалғанда шешімі болады. Теңдеудің сол жағында              
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 өрнегі бар екенін байқауға болады. Ал 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 қосындысын түрлендіретін болсақ: 

 

𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 
 
Олай болса, берілген теңдеуімізді   

2(1 − (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥)) + 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 

түрінде жаза аламыз. 
Әрі қарай,  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡  және  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2−1

 2   теңдіктерін орындарына қояйық: 
 

2(1 − 𝑡𝑡) + 2
𝑡𝑡2 − 1 = 0 

 
2(𝑡𝑡3 + 𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡)

𝑡𝑡2 − 1 = 0 
 
Бұл жерден 𝑡𝑡 ≠ ±1 болады және t3 + t2 + t = 0 теңдеуі шығады. Бұл теңдеудің үш шешімі бар, 

яғни t1 = 0, t2 = 1−√5
2   және  t3 = 1+√5

2  . Алайда, бұл мәндерді енгізілген  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥  =  𝑡𝑡   өрнегіне 
апарып қоятын болсақ, берілген теңдеудің шешімі болмайтынын көреміз. 

14 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 4 

 
Берілген теңдеудің сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 ,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы 
шарт орындалғанда теңдеудің шешімінің мәні болады.  

Теңдеуде  𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥  және  𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡4 𝑥𝑥  квадраттардың қосындысы бар екенін көруге 
болады, демек әрі қарай  𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 1  теңдігін пайдаланып, теңдеуді толық квадрат теңдеуге 
айналдыруға болады. Онда берілген теңдеуіміз келесідей түрге өзгереді: 

 
(𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥)2 + (𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥)2 = 0 . 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, олардың ішіндегі ең 
ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана 
нөлге тең болатын болғандықтан, біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз: 

Алынған теңдеуді әртүрлі әдістерді қолдану арқылы шешуге болады, 
олардың ішіндегі ең ұтымдысы келесідей. Екі теріс емес өрнектің қосындысы, 
олардың әрқайсысы нөлге тең болғанда ғана нөлге тең болатын болғандықтан, 
біз тригонометриялық теңдеулер жүйесіне келеміз:

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы 

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 
болады. 

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 
зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  жауабын 
аламыз.

15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.
tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6

Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу 
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облысы 

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

 

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 
болады. 

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 
зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана 
берілген теңдеудің шешімінің мәні болады.

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  
tg3x + ctg3x  өрнегін зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, 
толық квадратты шығарып алатын болсақ: 

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx·ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 
– 3) .

Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, 
берілгенін қайта жазамыз.

tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 .
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  

болады немесе
t3 + t2 – 2t – 8 = 0

(t3 – 8) + t(t – 2) = 0
(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0

Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа 
айнымалының мәнін өз орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін 
аламыз. Бұл теңдеудің мәні 

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 
болады. 

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 
зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  болады (Базаров, 2015: 344).
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе 

шешу әдісін таңдауға байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас 
тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар келтірейік. Кейбір 
тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс 
функцияларын байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, 
өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар 
қарастырайық:

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0

Бұл теңдеудің  

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  және  

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  шарттары 
орындалғанда ғана шешімінің мәні болады.

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4)
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 

немесе ctgx = ctg3x  теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 
болады. 

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 
зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
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2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

 , 
мұндағы 
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Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 
болады. 

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 
зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  алғашқы шартты қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің 
шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655).

17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.
ctg2x – ctgx = 2ctg4x
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл 
алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, теңдеуімізді қайта жазатын болсақ

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x
tg2x = ctgx
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Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым 
тригонометриялық теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде 
теңдеудің екі шешімі болады, 

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 
болады. 

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 
зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  және 

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 
болады. 

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 
зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

, мұндағы 

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

. Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, сондықтан 
теңдеудің бір шешімі болады, ол 

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

 . 
18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.

tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0
Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады,

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

  

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 

болады. 
Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 

зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  
tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 

 және     

{𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥  . 

 
Бұл жүйедегі соңғы теңдеуді шешу арқылы  𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋,   𝜋𝜋 ∈ ℤ  жауабын аламыз. 
15 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

tgx + ctgx + tg2x + ctg2x + tg3x + ctg3x = 6 
Алдыңғы мысалда көрсетілгендей, бұл теңдеудің де сол жағының анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠

𝜋𝜋𝜋𝜋
2 ,   𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады, сол себепті осы шарт орындалғанда ғана берілген теңдеудің шешімінің мәні 
болады. 

Дәл сол әдіс арқылы теңдеуді шығарып көруге тырысамыз, тек ең алдымен  tg3x + ctg3x  өрнегін 
зерттеп алу қажет.  Ол үшін өрнекті көбейткіштерге жіктеп, толық квадратты шығарып алатын болсақ:  

tg3x + ctg3x = (tgx + ctgx)( tg2x – tgx⋅ctgx + ctg2x) = (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) . 
Осы алынған түрлендіруімізді бастапқы теңдеуімізге апарып қойып, берілгенін қайта жазамыз. 
tgx + ctgx + (tgx + ctgx)2 – 2 + (tgx + ctgx)((tgx + ctgx)2 – 3) = 6 . 
Жаңа айнымалы енгіземіз:  tgx + ctgx = t , сонда  t + t2 – 2 + t(t2 – 3) = 6  болады немесе 
 

t3 + t2 – 2t – 8 = 0 
(t3 – 8) + t(t – 2) = 0 

(t – 2)(t2 + 3t + 4) = 0 
 
Бұл теңдеудің жалғыз бір ғана шешімі бар, t = 2 болады. Енді осы жаңа айнымалының мәнін өз 

орнына апарып қоямыз және tgx + ctgx = 2 теңдеуін аламыз. Бұл теңдеудің мәні 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

болады (Базаров, 2015: 344). 
Тригонометриялық теңдеулерді олардың шешу әдістеріне немесе шешу әдісін таңдауға 

байланысты жіктейтін жетінші түрге, яғни аралас тригонометриялық теңдеулер тақырыбына мысалдар 
келтірейік. Кейбір тригонометриялық теңдеулерді шешкен кезде тангенс пен котангенс функцияларын 
байланыстыратын қатынастарды пайдалану өте ыңғайлы, өйткені олар теңдеуді шешуді әлдеқайда 
жеңілдетеді. Бірнеше мысалдар қарастырайық: 

16 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2ctg2x – ctg3x = 0 

Бұл теңдеудің  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

3 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ  шарттары орындалғанда ғана 
шешімінің мәні болады. 

tgx + 2ctg2x = ctgx                                                             (4) 
теңдігін пайдаланып, берілген теңдеуді қайта жазамыз, ctgx – ctg3x = 0 немесе ctgx = ctg3x  

теңдеуі шығады. Ал бұл теңдеудің мәні  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑘𝑘 , мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  алғашқы шартты 

қанағаттандырмайды, сол себепті теңдеудің шешімі жоқ (Appleby, 2012, 655). 
17 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

ctg2x – ctgx = 2ctg4x 
Берілген теңдеудің анықталу облысына байланысты, теңдеудің шешімі  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  
шарты орындалғанда ғана анықталады. Әрі қарай дәл алдыңғы есептегі (4) теңдікті пайдаланып, 
теңдеуімізді қайта жазатын болсақ 

ctg2x – ctgx = ctg2x – tg2x 
tg2x = ctgx 

Шыққан теңдеуді шешу әрі қарай қиындық тудырмайды, қарапайым тригонометриялық 
теңдеулерді шешу әдісін қолданып есептей келгенде теңдеудің екі шешімі болады, 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘  және  
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ . Бұл екі шешімнің екіншісі алғашқы шартты қанағаттандырмайды, 

сондықтан теңдеудің бір шешімі болады, ол 𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ .  

18 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
tgx + 2tg2x + 3ctg3x + 4ctg4x = 0 

Теңдеуді шешімі мына талаптар орындалғанда ғана болады, 𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝜋𝜋, 𝜋𝜋 ∈ ℤ,  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋
2 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ  

және       𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
3 𝑚𝑚, 𝑚𝑚 ∈ ℤ . (4) теңдікті қолданып теңдеудің сол жағына түрлендірулер жасаймыз.  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0 
. (4) теңдікті қолданып теңдеудің 

сол жағына түрлендірулер жасаймыз. 
tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + 2ctg4x) = 0
tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0
(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0
ctgx + 3ctg3x = 0

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

2sin4x –sin2x = 0

sin2x(4cos2x – 1) = 0

Осыдан, sin2x = 0 және 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

  болатын екі бөлек теңдеулерді 
шешеміз. Біріншісінің жауабы 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

,  мұндағы 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

  болады және бұл 
бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол себепті бұл мәнді берілген 
теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

 болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі 
болады.

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x

Шешуі: Теңдеудің шешімінің  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

   және  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

    
шарттары орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті 
қолданамыз және теңдеуіміз келесідей түрге енеді:

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0
2ctg2x + 2ctg4x = 0
ctg2x + ctg4x = 0.
Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді 

аламыз: 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 
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Осы жерден теңдеудің шешімі 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

   болатынын көреміз.
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз.

2ctg2x – 2ctgx = tg2x

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

   және 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

    
болады. 

Әрі қарай  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

  теңдігін қолдану арқылы берілген 
теңдеуді қайта жазатын болсақ:

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

тең болады және бұдан 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

  немесе  

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

 
болады. 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

1  болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

 
теңдеуінің мәні   

tgx + 3ctg3x + 2(tg2x + ctg2x – tg2x) = 0 
tgx + 3ctg3x + 2ctg2x = 0 

(tgx + 2ctg2x) + 3ctg3x = 0 
ctgx + 3ctg3x = 0 

 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝑥𝑥 = 0 
 

1
2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥) + 3

2 (𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥) = 0 
 

2sin4x –sin2x = 0 
 

sin2x(4cos2x – 1) = 0 
Осыдан, sin2x = 0 және  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1

4  болатын екі бөлек теңдеулерді шешеміз. Біріншісінің 
жауабы         𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 𝑘𝑘,  мұндағы 𝑘𝑘 ∈ ℤ  болады және бұл бастапқы шартты қанағаттандырмайды. Сол 
себепті бұл мәнді берілген теңдеудің шешімі етіп қабылдай алмаймыз. Ал екінші теңдеудің жауабы                               
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1
4 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  болады және осы берілген теңдеуіміздің шешімі болады. 

19 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 
ctgx + ctg2x = tgx + tg2x 

Шешуі: Теңдеудің шешімінің   𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ    шарттары 

орындалғанда ғана мәні болады. Бұл мысалда да (4) теңдікті қолданамыз және теңдеуіміз келесідей 
түрге енеді: 

ctgx – tgx + ctg2x – tg2x = 0 
2ctg2x + 2ctg4x = 0 
ctg2x + ctg4x = 0. 

Котангенстердің қосындысының формуласын пайдаланып, келесі теңдеуді аламыз:  
 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 6𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝑥𝑥 = 0 

 
Осы жерден теңдеудің шешімі 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   болатынын көреміз. 
20 – мысал. Теңдеуді шешіңіз. 

2ctg2x – 2ctgx = tg2x 
 

Шешуі: Теңдеудің анықталу облысы  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋
2 𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ   және  𝑥𝑥 ≠ 𝜋𝜋

4 + 𝜋𝜋𝜋𝜋
2 , 𝑘𝑘 ∈ ℤ    болады.  

Әрі қарай  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥  теңдігін қолдану арқылы берілген теңдеуді қайта жазатын 

болсақ: 

− 2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 

тең болады және бұдан 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 2𝑥𝑥 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 − 1 = 0  немесе  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 ± √2  болады. 1 + √2 >
1 болғандықтан бірінші теңдеудің мәні жоқ. Ал 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥 = 1 − √2 теңдеуінің мәні                                                      
𝑥𝑥 = ± 1

2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(1 − √2) + 𝜋𝜋𝑠𝑠, 𝑠𝑠 ∈ ℤ  тең болады, яғни бір ғана шешімі болады (Charles, 2011). 
Нәтижелер 
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді шешу 

тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы жүзеге асырылғанын 
анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің 
негізгі элементі болып табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде тригонометриялық 
функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар 
тригонометриялық және алгебралық әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің 
маңыздылығын атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар үшін өте маңызды. 

 тең болады, яғни бір ғана 
шешімі болады (Charles, 2011).

Нәтижелер
Осы мақаланы зерттеу барысында біз күрделі тригонометриялық теңдеулерді 

шешу тригонометриялық функциялардың негізгі қасиеттерін қолдану арқылы 
жүзеге асырылғанын анықтадық. Осындай теңдеулермен жұмыс істеу 
кезінде туындайтын қиындықтарды сәтті жеңудің негізгі элементі болып 
табылатын тригонометриялық функцияның қасиетіне, соның ішінде анықталу 
облысын талдауға ерекше назар аударылды. Есептерді шешу процесінде 
тригонометриялық функциялардың қасиеттерін пайдалану жауаптарды 
тиімді табуға ғана емес, сонымен қатар тригонометриялық және алгебралық 
әдістерді дұрыс қолдану үшін анықтау салаларын түсінудің маңыздылығын 
атап өтті. Бұл аспект теңдеулерді шешуге ғана емес, сонымен қатар осы әдістер 
қолданылатын шектеулер мен шарттарды толық білуге ұмтылатын оқушылар 
үшін өте маңызды. Мақалада келтірілген есептер мен олардың шешімдері 
тригонометрияны терең түсіну және оның негізгі ұғымдарын сенімді меңгеру 
– күрделі математикалық есептерді шешу процесін айтарлықтай жеңілдететін 
тамаша мысал бола алады. Бұл мақала математиканы оқытуды қол жетімді 
және қызықты етуге тырысатын мектеп оқушылары үшін де, оқытушылар үшін 
де пайдалы және тригонометриялық теңдеулерді сәтті шешудегі анықтама 
саласының ажырамас рөлін көрсетеді.

Қорытынды
Бұл мақалада қазіргі оқу процесі аясында күрделі тригонометриялық 

теңдеулерді шешу мәселесіне терең талдау жасалды. Оқырмандарға 
математикалық дағдыларды қалыптастырудағы және оқушылардың 
аналитикалық ойлауын дамытудағы маңыздылығын көрсете отырып, 
жиырмаға жуық мысал – есептерді ұсынылды. Ұсынылған есептердің 
шешімдері теориялық білімді практикалық сценарийлерде қолдануды көрсетіп 
қана қоймай, тригонометриялық теңдеулерді шешудің тиімді әдістерінің үлгісі 
болып табылады. Нақты мысалдардың бұл көрінісі мақаланы байытады, 
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оны оқырмандарға қол жетімді және түсінікті етеді. Мақаланың негізгі 
мақсаттарының бірі – мектеп оқушыларының орта мектеп бағдарламасындағы 
тригонометриялық функцияларды, оларға қатысты әртүрлі материалдарды 
жақсы меңгеруіне ықпал ету. Жұмыста тригонометриялық теңдеулер 
тақырыбын қамтитын әртүрлі аспектілер қарастырылды, бұл тиісті ұғымдарды 
толық түсінуге және қолдануға ықпал ететіндігі сөзсіз. Бұл тәсіл оқушылардың 
есептерді өз бетінше шешу дағдыларын қалыптастыруға және әртүрлі контексте 
математикалық әдістерді қолдануға белсенділігін оятады.

Қорыта келгенде, мақала теориялық шолуды ғана емес, сонымен қатар 
студенттер мен оқытушылардың тригонометриялық теңдеулерді жақсы 
түсінуі мен игеруіне ықпал ететін практикалық мысалдарды ұсына отырып, 
математикалық білім беру саласына құнды үлес қосады деп есептейміз.
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